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đời nói đâu 

“Theo tinh thần đổi mới phương pháp dạy và học 
hiện nay, chủng tôi biên soạn quyển sách này theo cấu 
trúc như sau: 

se Tóm tắt lí thuyết: Giúp học sinh nắm vững và 
củng cố kiến thức cơ bản bài học. 

‹ Hệ thống bài tập: Giúp học sinh vận dụng và 
rèn luyện kĩ năng tư duy toán học. 

5 Đặc biệt có phần Bài tập làm thêm giúp học 
sinh làm quen với cách vận dụng kiến thức toán đã học 
để giải quyết tốt các dạng bài tập thường gặp trong các 
kì kiểm tra, thi cử. 

Quý phụ huynh có thể tham khảo quyển sách này 
để giúp đồ, kiểm tra việc ôn tập ở nhà của con em 
mình. Quý thầy cô có thể xem đây như là tài liệu tham 
khảo thêm. 

Chúng tôi mong đón nhận ý kiến xây dựng từ quý 
độc giả. 


NHÓM BIÊN SOẠN 


+->> //(ÂMM gố LIÊM til£ tà PHØŒTE TIỀN LỆ Giác 


§1. CÁC HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC 


II TÓM TẮT GIÁO KHOA 


1. Các hàm số y = sinx và y = coSX : 
a) Tập xác định 


Tập xác định của hàm số y = sinx uà y = cosx là D = R. 


Hàm số y = sinx là hàm số lẻ. 
Hàm số y = cosx là hàm số chẩn. 

b) Tính chất tuần hoàn của các hàm số y = sinx và y = cosx 
Hàm số y = sỉn x uà y = cosx là hàm số tuần hoàn uới chu kỳ 2n. 


c) Sự biến thiên và đồ thị của hàm số y = sinx 


* Bảng biến thiên của hàm số y = sinx trên đoạn [—n; t} như squ : 
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d) Sự biến thiên và đồ thị của hàm số y = cosx 


* Bảng biến thiên của hàm số y = cosx trên đoạn [-r; t} 


* Đồ thị hàm số y = cosx 
Ta có : cosx = sin(x + g uới mọi x, nên bằng cách tịnh tiến đô thị 
hàm số y = sinx sang trái một đoạn có độ dài Ỹ ta được đồ thị hàm số 


y = cosx (nó cũng được gọi là một đường hình sin). 


* Chú ý : 
Hàm số y = sinx uờ y = cosx có tập xác định là R, tập giá trị là [-1; T1}, 


là hàm số tuần hoàn có chu kì 2n uà có đô thị là một đường sin 
2. Các hàm số y = tanx và y = cotx : 
a) Tập xác định 
e Hàm số y = tanx xác định uới mọi x v2 + Âm ( eZ) 
Hàm số y = tanx là một hàm số lẻ. 


e Hòm số y = cotx xúc định uới mọi x # kn tk e Z) 
Hàm số y = cotx là một hàm số lẻ. 
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b) Tính chất tuần hoàn 
Hàm số y = tanx 0à y = cotx là những hàm số tuần hoàn với chủ 
hì T. 


e) Đồ thị của hàm số y = tanx 


d) Đồ thị của hàm số y = cotx 


y 


* Chú ý : 
mg Hàm số y = tanx có tập xác định D, = R \ ls+ kum/keZl; 
Hàm số y = cotx có tập xác định D; = R \ [kn / k < ZI. 


“ Hai hàm số y = tanx uà y = cotx có tập giá trị là R, là hàm số lẻ uà 
là các hàm tuần hoàn có chu kì m. 
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3. Về khái niệm hàm số tuần hoàn : 
Hàm số y = ffx) xác định trên tập hợp + được gọi là hàm số :uần 
hoàn nếu có số T' # 0 sao cho uới mọi x e 1 ta có : 


x+Tce⁄,x-Tece1⁄,uàfxz + 7T) =fx) 


Nếu có số T dương nhỏ nhất thỏa mãn các điều biện trên thì hòn số 
đó được gọi là một hàm số tuần hoàn uới chu kỳ T. 
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[PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


(Tìm tập xác định của mỗi hàm số sau : 


a) y = J3-sinx ; bị y HD ng 
sinx 
e)y= ce: š đ) y = tan(2x + 3 
1+cosx 
24/ 
a) Vì -1 < sinx < 1 nên 3 - sinx > 0 với mọi x nên tập xác định của hàm số là 
R.D=R 
1-cosx 


b)y =———— xác định khi và chỉ khi sinx # 0 
sinx 


©x#kn, ke 2. 
Vậy tập xác định D = R \ (km /k e Z] 


e) Vì 1 - sinx > 0 và 1 + cosx > 0 nên hàm số xác định khi và chỉ khi 


cosx # - l1 ©x #m + k2n, ke Z 


Vậy tập xác định D = R \ Im + k2 /k e ZÌ 
d) y = tan(2x + 2) xác định co coÁ 2x + T0 
CẦ2x+ 7z “+knexz-C+kf,keZ 
38 9 12 2 
Vậy tập xác định D = R \ [E + k./k e Z] 


B. Xét tính chốn - lẻ của mỗi hàm số sau : 
q) y = - 2sinx ; b) y = 3sinx - 2; 


©) y = sỉnx — c0sx ; d) y = sinxcos2x + tanx 
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a) fx) = - 2sinx 
Tập xác định D = R, ta có f(-x) = -2sin(-x) = 2sinx = - ftx), Vx € R 
Vậy y = - 2sinx là hàm số lẻ. 


b) x) = 3sinx - 2 
T 1 
Ta có:f—)=1; f—)=-5 
a R) s) 
T T TỆ. z : : xz 
No) — to và R2) # th nên hàm số y = 3sinx - 2 không phải là hàm 
số chấn cũng không phải là hàm số lẻ. 
©) f(x) = sinx — c0sX 
Ta có Ñ^) =0;f\-”) = -⁄2 
4 4 
f2) “— ft và R2) # RD nên y = sinx - cosx không phải là 
hàm số lẻ cũng không phải là hàm số chẳn. 
d) Ñx) = sinxcos?x + tanx 
Tập xác định D = R \ lỄ+kml/ke ZI 


VxeD ta có- x e D và f-x) = sin(-x)eos?(-x) + tan(—x) 
= - sinxcos2x - tanx = - fx) 
nên hàm số đã cho là hàm số lẻ. 
3. Tìm giá trị lớn nhất uò giá trị nhỏ nhất của mỗi hàm số squ : 


2)y= #eol|x + 3Ì+ 8; b)y =J1-sin(x?)- 1; e)y= 4sindx 


c4 ˆ 


a) Ta có — 1 < cos(x + 2) < 1 


=2 <2cosx + Ó) <2 =s 1 < 2coslx + Ó) + 8 <6 = 1 < y <õ 


Vậy mìn y = 1 khi x + 5 = œ + kẽ tức x = ` + kờn 


max y = 5 khi x + ~ = k2m tức x = - — + k?m (k e Z) 
3 3 


b) Ta có 0 < 1 - sinx2 < 2 = - 1< Ý1-sinx2 - 1<x2- 1=- 1<y<VZ-1 
Vậy min y = ~1 khi xỂ = 2 + k?w, k >0, k € Z 


max y = V2 - 1 khi x? = ~2 + k2w, k > 0, k € Z 


10-ĐẠISỐ11INC 


c¡ Ta có - 1 <sinÝx <1 =- 4< 4sinỶx < 4 
=>-4<y<4 


Vậy mín y = - 4 khi Vx = =2 + k2m, k > 0,k € Z 


max y = 4 khi ýx = 2 + k?m, k >0, k € Z 


M.. Cho các hàm số fx) = sinx, g(x) = cosx, h(x) = tanx uà các khoảng 


D Ũ 


1.=[mÌ: J:~Í-3:g): TT =...a 
2 414 (474 L8 N 


Hỏi hàm số nào trong ba hàm số đồng biến trên khoảng ở, ? Trên khoảng dJ; ? 
Trên khoảng J¿ ? Trên khoảng J¿ ? (Trỏả lời bằng cách lập bảng). 


ái 


' 2n T 
Chú ý rằng J; =| 8n-—; 8; HI = [180 ~—=¡-105 Lini 
ú ý rằng Ja [s : BH 4 5 Tt n 


Ta có bảng sau, trong đó dấu "+" có nghĩa "đồng biến", dấu "0" có nghĩa 
"không đồng biến" : 


5, Trong các khẳng định sau, khẳng định nào đúng ? Khẳng định nào sai ? 


Giải thích uì sao ? 
a) Trên mỗi khoảng mà hàm số y = sinx đông biến thì hàm số y = cosx 
nghịch biến. 
b) Trên mỗi khoảng mà hàm số y = sin?x đông biến thì hàm số y = cos2x 
nghịch biến. 
a) Sai vì trên khoảng [~5,5 Ìhàm số y = sinx đồng biến nhưng hàm số 
y = cosx không nghịch biến. 
b) Đúng do sin2x + cos?x = 1 
Giả sử y = sinˆx đồng biến trên khoảng I, khi đó với x, xạ e Ï và xị < X; 
thì sin?xị < sin2x; 
= 1-sinˆxị > 1 - sinÊx; © c0sˆxị > cos”x; 
= y = cos2x nghịch biến trên I. 
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6. Cho hàm số y = fx) = 2sin2x. 
a) Chứng mình rằng uới số nguyên È tùy ý, luôn có ffx + km) = f(x) uới mọi x. 


b) Lập bảng biến thiên của hàm số y = 2sin2x trên đoạn È H 


c) Vẽ đô thị hàm số y = 2sin2x. 


a) Ta có f(x + km) = 2sin2(x + km) = 2sin(2x + k2n) = 2sin2x = fx), vx € R. 
b) Bảng biến thiên : 


1. Xét tính chấn lẻ của mỗi hàm số squ : 
s)y = co|x ~ÄÌ; b) y = tan |xỈ; ©) y = tan — s2)x 


Ta có = —), tế =1, = sỹ 
a) Ta có f(x) = cos(x ? lưu Mày 
® T T T Lủ giật 
R12 và K0z-R) nên y = eo8(X ~ 2) không phải lè hàm 
số chấn cũng không phải là hàm số lẻ. 
b) fx) = tan IxI. Tập xác định D = R \ [Ễ + km /k € ZJ 
xeD=-xeDvàf-x)=tanl-xl = tan|xl = f(x) 


Do đó y = tan lxI là hàm số chấn. 
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©) f(x) = tanx - sin2x. Tập xác định D = R \ (+ kx/k c2l 


xeDE=-xeDvàf-x) = tan(-x) - sin(-2x) 
= - tanx + sin2x = - (tanx - sin2x) = - f(x) 
Do đó y = tanx -sin2x là hàm số lẻ. 


8. Cho các hàm số sau : 


0) y= -gin2x ; b) y = 3tanÊx + 1; 


()y= sinxcosx ; đ) y = sinxcosx + Sun, 


Chứng mình rằng mỗi hàm số y = fx) đó đều có tính chất : 
ffx + km) = f(x) uới  e Z, x thuộc tập xác định của hàm số ƒ. 


“¿ 
Với k e Z ta có : 
a) Ẩ() = — sin2x 


f(x + km) = - sin?{x + km) = - [(-1)*sinx]? = - sin?x = f(x) 


b) f(x) = 3tan?x + 1 
f(x + km) = 3tan?(x + kx) + 1 = 3tan?x + 1 = f(x) 


©) Ẩ(x) = sinxcosx 
f(x + km) = sin(x + km). cos(x + kx) = (~1)sinx.(~1)cosx 
= Sinxcosx = Ẩ(x) 


d) f(x) = sinxcosx + Sam 


KE) 


fx + km) = sin(x + kø)cos(x + km) + EU + k2n) 
= (~1)*sinx(~1)Fcosx + San = sỉnXcosx + Sun =f) 


8. Cho hàm sốy = ffx) = Asin(ox + g) (A, o uà œ là các hằng số; A uà œ khác 0). 
Chúng mình rằng uới mỗi số nguyên È, ta có * + .-) = ffx) uới mọi x. 
@ 
Với k e Z ta có : 
fx+k. Tỷ = Asin[o(x + x5 +ơ] 
œ ® 
= Asin(ox + œ + k2n) = Asin(ox + œ) = f(x) 


(Ũ. Chứng mình rằng mọi giao điểm của đường thẳng xác định bởi phương trình 
= š tới đô thị của hàm số y = sinx đều cách gốc too độ một khoảng nhỏ hơn T0. 
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Đường thẳng y = š đi qua các điểm E(- 3; - 1) và F(3; 1) 


Chỉ có đoạn thẳng EF của đường thẳng đó nằm trong dải |(x; y) | -1 < y < 1] 
(đải này chứa đồ thị của hàm số y = sinx). Vậy các giao điểm của đường thẳng 


y= 5 với đồ thị của hàm số y = sinx phải thuộc đoạn thẳng EF; mọi điểm của 


đoạn thẳng này cách O một khoảng không dài hơn V9 + 1 = V10 (và rõ ràng 
E, F không thuộc đồ thị của hàm số y = sinx). 
LÔ Từ đồ thị của hàm số y = sinx, hãy suy ra đô thị của các hàm số sau uà 0ề đồ 
thị của các hàm số đó : 
g) y = - SN ; b)y= lsinxl ; ©)y =sinlxl. 


a) Đồ thị của hàm số y = - sinx là hình đối xứng qua trục hoành của đỗ thị 
hàm số y = sinx 


sinx nếu sinx > 0 


bộ Ta có lai! = | : Tà 
-sinx nếu sinx < 0 


do đó đồ thị của hàm số y = lsinxl có được từ đồ thị (⁄2 của hàm số 
y = sinx bằng cách : 

—_ Giữ nguyên phần đồ thị của (2 nằm trong nửa mặt phẳng y > 0 (tức là 
nửa mặt phẳng bên trên trục hoành kể cả bờ Ox). 

— _. Lấy hình đối xứng qua trục hoành của phần đỏ thị (2) nằm trong nửa mặt 
phẳng y < 0 (tức là nửa mặt phẳng bên dưới trục hoành không kể bờ Ox); 


Xóa phần đồ thị của (⁄2 nằm trong nử: mặt phẳng y < 0. 
Đô thị y = IsinxI là đường liễển nét trong hình dưới đây : 
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34 
1 y = lsinxl 


sinx nếu x >0 


€) ... 3 P 
-sinx nếu x <0 
do đó đồ thị của hàm số y = sinlxI có được từ đồ thị (⁄2 của hàm số 
y = sinx bằng cách : 
Giữ nguyên phần đồ thị của (2 nằm trong nửa mặt phẳng x > 0 (tức nửa 
mặt phẳng bên phải trục tung kể cả bờ Oy); 
Xóa phần đồ thị của (2 nằm trong nửa mặt phẳng x < 0 (tức nửa mặt 
phẳng bên trái trục tung không kể bờ Oy); 
Lấy hình đối xứng qua trục tung của phần đồ thị (2 nằm trong nửa mặt 
phẳng x > 0. 
~__ Đổ thị y = sinlxI là đường nét liền trong hình dưới đây : 
ý 


y = sinlxi 


I8. a) Từ đô thị hàm số y = cosx, hãy suy ra đô thị của hàm số sau nà uẽ đô thị 


của các hàm số đó : y = cosx + 2 ; ycoÁz ~Ã) 


b) Hỏi mỗi hèm số đó có phải là hàm số tuần hoàn không ? 
a) Đồ thị của hàm số y = cosx + 2 có được do tịnh tiến đồ thị của hàm số 


y = cosx lên trên một đoạn có độ dài bằng 2, tức là tịnh tiến theo vextơ 3j 
(j = (0, 1) là vectơ đơn vị trên trục tung). 
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Đồ thị của hàm số y = sÁx -) được do tịnh tiến đồ thị của hàm số 


y = cosx sang phải một đoạn có độ dài 7, tức là tịnh tiến theo vextơ TÍ đzq,0) 


là vectơ đơn vị trên trục hoành). 


b) Các hàm số trên đều là hàm tuần hoàn vì : 

nếu f(x) = cosx + 2 thì fx + 2n) = cos(x + 2m) + 2 

= cosx + 2 = fx), Vxe R 
và nếu g(x) = cos(x — 2 thì gí(x + 2m) = cos(x + 2m — 2 
= c0S(x — rà = g(x), Vx e R. 
fŒ. Xét hàm số y = fx) = coSc 

ga) Chứng mình rằng uới mỗi số nguyên È, ffx + k4n) = ƒ{x) uới mọi x. 
b) Lập bảng biến thiên của hàm số y = cos= trên đoạn [-2x; 2n] 
e) Vẽ đô thị của các hòm số y = cosx uà y = cos_ trong cùng một hệ tọa độ 


Uuông góc Oxy. 

đ) Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, xét phép biến hình biến mỗi điểm (%; y) 
thành điểm (x'; y') sao cho x' = 2x uà y' = y. Chứng mình rằng % biến đỏ 
thị của hàm số y = cosx thành đỏ thị của hàm số y = cosz. 


a) Ñx + kán) = cos + kán) = cos(Ð + k2n) = co2 =Ñx) 
b) Bảng biến thiên : 
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1 


5 


€) 


d) Nếu đặt x' = 2x, y' = y thì y = cosx khi và chỉ khi y' = coS.. Do đó phép biến 


đổi xác định bởi (x; y) -› (x'; y') sao cho x' = 2x, y' = y biến đồ thị hàm số 
y = cosx thành đồ thị hàm số y = coS7. 


B, BÀI TẬP LÀM THÊM 


Tìm tập xác định của các hàm số squ : 


1-sinx 1+ sinx 
g)y= ; cản ca 
Cosz 1-sinz 


Qy =cof + 1) =1; 4) y = õlan(2z ~ . 
ĐS:a) xv Š + Em, b)xsŠ + kên; 
©)x#~~ + Èn; đ)x # ~ +kˆ(keZ) 
3 3 2 
Xét tính chẩn lẻ của các hàm số : : 
g) y = sin52x ; Đ - 
: tanx + cofx 
TY  TGEaa đ) y = sinx - cosx. 
§Stnx + cotx 
ĐS : da) Hèm số chẳn; b) Hàm số chấn; 
e) Hàm số chẩn; đd) Hàm số không chẩn không lẻ. 


3. Tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của hàm số : 


g)y= - õsin( - ^) +1; b)y =1+2cosx - 3 


ĐS:a)-4;6; _  b)-3;8-3 
ĐẠI HỌC QUỐC GIA HA NÓI 
TRỤNG TÂM THÔNG TIN THƯ VIÊN 
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§2. PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC CƠ BẢN 


f,1óM TẮT GIÁO KHOA 


C€0§U © lí HH Si (he Z) 


u = =U + k2m 


h â u=t+ k2n 
Sinu = sinu 
u=T7t—0+ 2m 
tanu = tanU © u = U + Èn 
cotu = cotU © u = 0 + bm 


trong đó u, 0 là các hàm số đối uới biến x. 


* Các trường hợp đặc biệt : 
cosu = 0 © sinu = + ] 


cœu=~“+Èn 
2 


cosu =1  œu = b2n 
Ssinu =0 @©>u=Èn 


Sinu = 1 =2 + kÊn 


Co8u =- Ï ©>u = n + k2m 


Sinu = — l su = ` +iên 


* Nhớ một số công thức của cung liên kết : 
— 8in(M) = sin (—u) = sin(m + u) 
~ ŒO8(u) = €OS(T — ) = coSÍT + tư) 


- tanu = tan(~u) 


- cotu = cot(~u) 


* Nhớ kết quả : 


SỬnU + C08u = Ý2sin(C +u)= {2cos(. —) 


sinu — cosu = xÏ2sin(u - Pu = -Ý2eosr +) 
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[PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


(M. G/¿i các phương trình sau : 


d) gin4x = sinS ; bJ sin| S5 _ Ti 
5 L5 ? 
€) cosŠ = cos⁄2 ; đd) co + lx z 
2 18) 5 
„4 — 
# 4x=^ + k9n ca 
a) Ta có sin4x = sin= keZ | 2 ?(@&weZ) 
° 4x=n~^ + k?m ¿kể 
5 5 VÀ 
b).0i - Š= ghi = sin(- 5); nến2 
2 6 6 
Tà |*‡f--1‹k»x x=- “l0 
si c]“~s «| Š 6 © = (keZ) 
, K.. |x=“ +k10n 
6 6 


€) cos2 = osý2 có Š = #VÐ + kến © x= + 2V2 + kân (k € Z) 


ĐW0<< 1 nên có số œ sao cho cosư = 2. Do đó : 
` 
coÁx+ T]= ES co x “gj” °0sø © x=‡#ưứư ~-Š + k?n,k cZ 
18 5 18 18 
f. a) Vẽ đô thị của hàm số y = sinx rồi chỉ ra trên đô thị đó những điểm có 
hoành độ thuộc khoảng (-n; 4n) là nghiệm của môi phương trình sau : 


1) ¬- 2) sinx = 1; 
b) Cũng câu hỏi tương tự cho hàm số y = cosx đối tới mỗi phương trình sau : 
1 cosx = T¡ 2) cosx = - 1 
e 24 
x=- “+ k2n 
ả 3 $ gà 3 
a) l)§inx=-— ©sinx=sin--—) 
2 3 4n 
*= n + k2n 


* Với x= .— + k2n và x e (—m; 4n) ta có nghiệm : 
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LT ðn 1n 
Xi=-=; Xạ=—; Xs=—— 


... =— ..ến 
4= PIN 6="? Xe= 3 
2) sinx = 1© x= 2 + k?n 
# Với x= 2 + k2 và x e (—n; 4x) ta có nghiệm : 


Xi=~-; Xạ =—. 


1) Nghiệm của phương trình cosx = $ thuộc khoảng (-x; 4z) là : 


2 
K"...(. HHỔ: KP: m... ..... ^ 
3 3 3 3 3 
2) Nghiệm của phương trình cosx = - 1 thuộc khoảng (-r; 4n) là : 
Xịi=T—7; Xạ =1; Xạ = ổn, 
(. Tìm nghiệm của các phương trình sau trong khoảng đã cho : 
4) sinðx = ~2 uới 0 < z < x; b) con ~ 6) = ŠÃ uổi ~ x.< 


„4 — 


a) Ta có sin2x = "5 © sin2x = sin=O) 
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2x =—= + k2n x=---+kn 
«? ` © m (ke Z2) 
2x = “+ k2n x=-+km 
6 12 


Với điều kiện 0 < x < m ta có : 
* 0 e<flolmsme.Ö «ke © vi ke3 
12 12 12 


nên k = 1, khi đó ta có nghiệm x = 1% 


* De g2 EmS Re Šb &ieeC ví ke! 
12 12 


12 
nên k < 0, khi đó ta có nghiệm x = = 
Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm trong khoảng (0; m) là : 

TU Jyy- CD 
2 12 

TL TL 

x-B5=—+k2n x=—-+Bð+k2n 
b) S n- = 6 © 6 


x-6=-^+5+ k?m x=-~+B+ k?n 
6 6 


Ta tìm k để điều kiện - x < x <x được thỏa mãn. 
e Xét họ nghiệm thứ nhất : 
~< tổ + kên <m © -7n - 30 < 12kn < õn - 30 
kí 30 k 5 30 


c“ékK<-=ẽ=- 
12 12w 12 12n 

Vì _ l8 e —.ˆ. 29 si «.P 2U 2 - 6,87 gà'k  Z nên 

12 12m 12 12m 


- 1,388 < k < - 0,37 
Chỉ có một giá trị k nguyên thỏa mãn các điều kiện đó là k = - 1. 
11n 


Ta có nghiệm thứ nhất của phương trình là x = : +B-2n=B- mẽ 


e Tương tự, xét họ nghiệm thứ hai : 
~<= 2 +6 + kên <w © ~ õn ~ 80 < 18km < ĩr ~ 30. Vậy k = —1 


1 
Ta có nghiệm thứ hai của phương trình là x = ~ Z + ð ~ 2x = 5 - 
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T1. Số giờ có ánh sáng mặt trời của một thành phố A ở uï độ 40° bắc trorg ngày 
thứ t của một năm không nhuận được cho bởi hàm số : 


đít) = | TT tt -a0) + 12 tới t e Z tà 0<t<36ã5. 


a) Thành phố A có đúng 12 giờ ánh sáng mặt trời uào ngày nào trong năm ? 

b) Vào ngày nào trong năm thì thành phố A có ít giờ có ánh sảng mặt trời nhất ? 

e) Vào ngày nào trong năm thì thành phố A có nhiều giờ có ánh sáng mặt 
trời nhất ? 


5 


a) Ta giải phương trình d(t) = 12 với t e Z và 0 < t < 365 
T T 
Ta có d(t) = 12 ỉ t - 80)] =0 © —(t - 80) =k 
có d(t) ST) | ST) T 


© t= 182k + 80 (với k  Z) 
'†a lại c6 0 « 183k + 80 4 868 ©—Ð” „255 ..IE=9 
182 182 k=l 
Vậy thành phố A có đúng 12 giờ ánh sáng mặt trời vào ngày thứ 30 (ứng 
với k = 0) và ngày thứ 262 (ứng với k = 1) trong năm. 
b) Do sinx > - 1 với mọi x nên thành phố A có ít giờ có ánh sáng nặtt trời 
nhất khi và chỉ khi : 


sin|—”— (t~80)|= - 1 với t e Z và 0 < t < 365 
182 


Phương trình đó cho ta Tx - 80) =~ n + k?n 


©œt=364k - 11 (với k e2) 
Mặt khác, 0 < 364k - 11 < 365 œ -LL < k < SỔ ¿ k = 1 (do k xguyên) 
364 364 
Vậy thành phố A có ít giờ có ánh sáng mặt trời nhất (9 giờ) khi : =: 353, 
tức là vào ngày thứ 353 trong năm. 
e) Tương tự, ta phải giải phương trình : 


sin|—”— (t ~80)|= 1 với t e Z và 0 < t < 365 
182 


©-T(t-80)=+k2n cot=364k + 171 
182 2 
0<8364k + 171 #85: 11 sư z1? ? s=ö 
364 364 


Vậy thành phố A có nhiều giờ có ánh sáng mặt trời nhất (15 giờ) vào ngày 
thứ 171 trong năm. 
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WR. Giải các phương trình sau : 
đa tan3x = tan : b) tun(x - 18°) = õ ; ©) tan(9x - 1) = ý3 


d/cot3x = cof gịi e) col F +20 |= -Ý3; 0 cot3x “tan 


a) "="-—.... uc: 
5 5 k) 3 


b) tan(x - 159) = 5 © x = ơ + 15° + k1809, trong đó tanœ = 5 (chẳng hạn, có 
thể chọn ơ > 78941'24" nhờ dùng máy tính bỏ túi) 


©) tan(2x - 1)=V3_ © tan(2x - 1)= tang 


la lim 


d) sot2x = cot(—-1) 3x5 - +Ì#© e=2+E 
3 3 6 
e) co + 209) = -V3 © cotT + 209) = cot(~30°) 
= T + 209 = - 309 + k1805 © x = - 2005 + k7209 
2n 1+ 2n kị T T 
fØ cot3x = tan— © cot3x = cot—-—)©3x= —+knme©x=—+k._ 
5 3 5 10 3 


3 


1. da) Vẽ đô thị hàm số y = tanx rồi chỉ ra trên các đô thị đó những điểm có 
hoành độ thuộc khoảng (-n; m) là nghiệm của môi phương trình squ : 


1) tanx = - 1; 2) tanx = 0 
b) Cũng câu hỏi tương tự cho hàm số y = cotx cho mỗi hàm số sau : 
1) cotx = _ ể 2) cotx = I 


a) 
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1) Phương trình tanx = - 1 có nghiệm thuộc khoảng (—n; mø) là : 


2) Phương trình tanx = 0 có nghiệm thuộc khoảng (-z; m) là x = 0 
b) 


y 


1) Phương trình cotx = na có nghiệm thuộc khoảng (—n; r) là : 


Xe và cu 
3 3 


2) Phương trình cotx = 1 có nghiệm thuộc khoảng (-n; n) là : 


TS 
4 4 


B0. Tìm nghiệm của các phương trình sau trên khoảng đã cho : 
g) tan(2x - 15) = 1 uới -180° < x < 90° ; 
1 T 
b) cot3x = -—= Uuới —— < x < 0 
x43 2 
a) tan(2x - 159) = 1 © 2x = 15° + 45° + k180° © x = 30° + k90° 
- 180% < 80° + k90" < 80% © - # <5 + k <1 eo ke (-9,-1,0 


Vậy các nghiệm của phương trình là x = - 1509, x = - 60° và x = 309. 


1 T T 
b) cos8x = -—- ©X= -— + k_ 
⁄3 93 
TT <0 —<<k< 2e ke I-b ÖÌ 
ã 9 98 6 3 


Vậy các nghiệm của phương trình là x = = và x= . 
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BL Khi giải phương trình tanx = -3, bạn Phương nhận thấy 3= tan| 3] 
0à piết :  tanx = —Í3 © tanx = tan ~Š)> #= 5 + km 
Cũng phương trình đó, bạn Quyên lấy — 3 = lan= nên giải như sau : 


tanx = — 3 c> lan = tan” ©x = ^ + bn 


Theo em, ai giải đúng, dì giải sai ? 
Cả hai bạn đều giải đúng. Hai họ nghiệm chỉ khác nhau về hình thức, thực 
chất chỉ là một. 
Thực vậy, họ nghiệm x = _ + km có thể viết lại là x = Ỹ —mt+(k+ 1)n hay 


x= K + (k + 1)n; đây chính là kết quả mà Phương tìm được. 


B8. Tính các góc của tam giác ABC, biết AB = 2cm, AC = J[3em uà đường cao 
AH = lem. (Gợi ý : Xét trường hợp B, C nằm khác phía đối uới H uà trường 
hợp B, C nằm cùng phía đối uới H). 


) 


Ta xét hai trường hợp : 


a) B và C nằm khác phía đối với H Ạ 
Trong tam giác vuông ABH ta có : 
AH 1 
sinB =——=—— 
AB Ý2 B H ề 


Suy ra Ô= 45° (chú ý rằng góc B nhọn) 
Trong tam giác ACH ta có : 
sinC = b— =—=. Suy ra Êx 35915'62" 
Từ đó Â = 180 - (Š+ Ê)~ 99944'8" 
b) B và C nằm cùng phía đối với H 
Tương tự như trên ta có : 
ABC = 180° - ABH = 180° - 45° = 1359, 
Cx~ 3591552" 
Từ đó Â = 1809 - (Ñ+ Ê)~ 9944'8" 
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B3. Tìm tập xác định của mỗi hàm số sau : 


g)'y2 T1-cosx b)ys Sinx-2) _ 
2sinx + 2 ` €os2x —cosx ` 
tanx 1 
e)y= Ÿ d)y=———. 
1+ tanx Ý&ot2x + 1 
1-cosx 
8)y=————exácđịnhh s«@©2sinx+ 2z#0 
2sinx + ⁄2 
x#—— + k?m 
©sinx # rã h, 
x#z - + k2m 


Vậy tập xác định của hàm số đã cho là : 
D=R\|{-§ cken/keZ| c| ke k 7|) 


sin(x -2) 


b) y=——————— xác định © cos2x # cosx 
€os2x - cosx 
2x #x + k2n T cxxk” 
2x # -x + k2n 2xx kế 3 
Vậy D=R\ ke?) 
tang x#~+kn 
đýợ= xác định © tanx # - 1 © 
1+ tanx L4 
x# _= +km 


Váy D = R\( [T +ke/ ke | ¿|—Š «ke ke 2) 
1) 


1 
xác định © cot2x # -—— 
⁄3 


)). 
Af3cot2x +1 
2x # km x kể 
2x+- +km T 
8 bhuÖnt MT: 


Vậy D= R |Íkj/k<2|c|-šekã/ke2]) 


EM. Giả sử một con tàu uũ trụ được phóng lên từ mũi Ca-na-ug-ran (Canaueral) 
ở Mỹ. Nó chuyển động theo một quỳ đạo được mô tả trên một bản đồ phẳng 
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tquanh đường xích đạo) của mặt 
ciết như hình uẽ. Điểm M mô tả 
c2 con tàu, đường thẳng A mô tả 
cho đường xích đạo. Khoảng cách 
hạ (klômet) từ M đến A được tính 
theo công thức h = ldÌ, trong đó : 
dị = 4000 5 ứ - 10) lrới ttphút) 


J 


là thời gian trôi qua kể từ khi con tàu đi tào quỷ đạo, d > 0 nếu M ở phía 

trên A, d< 0 nếu M ở phía dưới ^. 

œ) Giả thiết rằng con tàu đi ào quỷ đạo ngay từ khỉ phóng lên mũi 
Ca-na-uơ-ran (tức là ứng tới t = 0). Hày tính khoảng cách từ điểm C 
đến đường thẳng +, trong đó C là điểm trên bản đô biểu diễn cho mùi 
Ca-na-uơ-ran. 

b) Tìm thời điểm sớm nhất sau khi con tàu đi uào quỳ đạo để có d = 2000. 

©) Tìm thời điểm sớm nhất sau khi con tàu đi oào quỳ đạo để có d = - 1286. 
(Tính chính xác các hết quả đến hàng phần nghìn). 


a) Vì t= 0 nên đ = 4000:o4 -SC )= 4000coxC. Do đó : 


h = ldl x 3064,178 (km) 


lÏ 1 1 
b) d = 2000 © 4000cosl7— t _ 10 = 9000 ch Ẻ 10)| = 5 


t =25 + 90k 


© -TŠ(t- 10) = + Ễ + k2n c t= 10 + 15 + 90k © 
45 3 t=~5 + 90k 


Chú ý rằng t > 0 ta thấy ngay giá trị nhỏ nhất của t là t = 25. Vậy d = 2000 
(km) xảy ra lần đầu tiên sau khi phóng con tàu vào quỹ đạo được 25 phút. 


e) d=- 1236 © 4000eos| —= (t -10)|= - 1236 © cos -— (t -10)| = - 0,309 
45 45 
© xe! - 10) =+* œ + k2m (với k e Z và cosœ = -0,309) 


+ =+ ^Ša + 10.+:90L 
Lộ 


Sử dụng bảng số hoặc máy tính bỏ túi, ta có thể chọn œ ~ 1,885. Khi đó ta có : 
tx~ + 27,000 + 10 + 90k, tức là t š -17,000 + 90k hoặc t x 37,000 + 90k 


Dễ thấy giá trị dương nhỏ nhất của t là 37,000. Vậy d = -1236 (km) xảy ra 
lẩm đầu tiên là 37,000 phút sau khi con tàu được phóng vào quỹ đạo. 
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BS, Một chiếc guông nước có dạng hình tròn bán kính 
2,5m; trục của nó đặt cách mặt nước 2m. Khi guông 
quay đều, khoảng cách h (mét) từ một chiếc gầu gắn 
tại điểm A của guông đến mặt nước được tính theo 
công thức h = \|y|, trong đó : 


y=2+ 2/asn| 2x -2)| 


uới x là thời gian quay của guồng (x > 0), tính bằng phút; ta quy ước rằng 
y >0 khi gầu ở bên trên một nước uà y < 0 khi gâu ở dưới nước. Hỏi : 


a) Khi nào thì chiếc gầu ở uị trí thấp nhất ? 
b) Khi nào thì chiếc gầu ở uị trí cao nhất ? 
e) Chiếc gầu cách mặt nước 3m lần đầu tiên khi nào ? 


e đ/ — 


a) Chiếc gầu ở vị trí thấp nhất khi si|2{x -2)| =- 1. Ta có : 


sỉ 2Á x2] =T—1© 2| x~2 Ì~ =5 + kêm c x = k (với k eN) 
4 4 2 


Điều đó chứng tỏ rằng chiếc gầu ở vị trí thấp nhất tại các thời điểm 0 phút; 
1 phút; 2 phút; 3 phút... 


b) Chiếc gầu ở vị trí cao nhất khi s|24x -2]| = 1. Ta có : 


sin| 2 xe = l2 Xe =2 +‡ kôr x=.L+ k với keN) 
4 4 2 2 


Điều đó chứng tỏ chiếc gàu ở vị trí cao nhất tại các thời điểm 0,5 phút; 
1,ð phút; 2,5 phút; 3,5 phút... 


c) Chiếc gầu cách mặt nước 2 mét khi sn|2(x - H) =0, nghĩa là tại các thời 
điểm x = mt Bo (phút); do đó lần đầu tiên nó cách mặt nước 2 mét khi 
quay được : phút (ứng với k = 0). 


BE. Dùng công thức biến đổi tổng thành tích, giải các phương trình sau : 
g) cos8x = sin2x ; b) sin(x — 120°) - cos2x = 0. 


°{đ/ — 


a) cos3x = sin2x © cos3x — =ẽ -#] =0 
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X+=km x=--+k2n 
œ|? £ =Ầ© 

ðx T 2m 

—-—=k x=—+k— 

2 4 10 5 


b) sia(x - 120°) - cos2x = 0 > cos(210° - x) - cos2x = 0 
=- 2n 5 + 1059 khl05° -S) 0 
2 2 


X s' 
LÀO du Ö uớ h =-~109 + k360° 
—) _= 


105° = =kl8oe.  |*70+kl20” 


f BÀI TẬP LÀM THÊM 


Giả: các phương trình lượng giác : 


) €2 ¬. b) sim =1; 
5 2 5 
e) vÑta| 2x -š) =-Ởở; đ) tan24xtan23x = 1 
Hướng dẫn : 
19m 2n 
xì _%. | chu 
a) co Ar —-=|=t£0S— © 
5 4 11a 2n 
x=-—+k— 
60 3 
b) sẤ |= 1c engE Úc V_ 
5 5 6 3 
c©)x=kế 
2 


d) ta324x = cot?3x © tan?4x = KHE -8x]© xe = + kệ 
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§3. MỘT SỐ DẠNG PHƯƠNG TRÌNH 
LƯỢNG GIÁC ĐƠN GIẢN 


lÃ TÓM TẮT GIÁO KHOA 


1. Phương trình bậc nhất và phương trình bậc hai đối với một 
hàm số lượng giác : _ 
Đây là những phương trình bậc nhất hay bậc hai đối uới chỉ một 
hàm số sinx, hoặc cosx, hoặc tanx hoặc cotx. 
Cách giải là đặt hàm số lượng giác làm ẩn phụ uà đặt điều kiện cho 
ẩn phụ nếu có, rồi giải phương trình theo ẩn phụ này. 
2. Phương trình bậc nhất đối với sinx và cosx : 
asinx + bcosx = e (1) (a? + bỀ # 0) 
a) Cách giải thứ nhất : 
Chia hai uế phương trình cho {a? + b2 ta được : 
a 


b Ẫ e 
C08 + ————— Sin+ = 
va? +b va? +b? va? + b2 
Ỷ b 
Đạt = = cøsg thì = Sing 


a2 +b2 va? +b2 
Đưa phương trình uê dạng : 


e 
va? +b° 


CO8XC0§0 + Sinxsino = hay cos(x - (ộ) = 


e 
va2 +b? 
Điều kiện có nghiệm : 

e 


va? + b2 


Gọi œ là cung sao cho cosg = 


<1œc?<a?°+b?©A=a?°+b°-c?>0 


e€ 
va? +b2 
T có : cos(x - (0) = cosơ © x = 0 ‡# d + È2m 
b) Cách giải thứ hai : 
Dùng ẩn phụ t = tan (x # m + 2n) 
Trước hết xem x = m + k2n có là nghiệm không. Nếu có ta nhận đó là 
một nghiệm. Nếu x = m + k2n không là nghiệm thì đặt t = tan 
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: : P _ 
Ap dụng công thức : sinx = 2 3z COSY = Ẻ 5 
l+t 1+t 


Đưa phương trình oẻ dạng : te + a)fÊ - 9bt +e -a =0 
® Nếu a + e = 0. Giải phương trình cơ bản tan = 
® Nếu e +a z0, A =a°®+ b°+c? 


Nếu A' > 0 tức ad? + b° > c° phương trình có nghiệm tạ à t; 


4š 3 h x 
Giải phương trình cơ bản Mộc =tụy tan, =t; 


3. Phương trình thuần nhất bậc hai đối với sinx và cosx : 
agin°x + bsinxeosx + ecos°x = 0 
* Cách giải : 
Xét xem x = Ÿ + kn (cosx = 0) có là nghiệm của phương trình hay không. 


Với cosx # 0. Chia hai uế của phương trình cho cos2x ta được : 
atan”x + bianx + e = 0 


Đạt t = tanx. 


[PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


B1. Giải các phương trình sau : 
a) Øcosx - J3 = 0; b) J3tan3x - 3 = 0 ; 
e) (sinx + 1)(9cos9x - 3J2) = 0 


a) Ta có:  2cosx - V3= 0 © cosx = : “© (0SX = cos. 


©@x=+—+k2n, keéeZ 
b) V3tan3x - 3 = 0 © tan3x = V3 © tanäx = tang 


©38x=~+kmesx=T~+kT;keZ 
3 9 


e) (sinx + 1)(2cos2x - 2) = 0 
sinx =-l 


sinx + =0 
© = 
2cos2x -x/2 =0 cos2x _ 
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x=- + k2n x=- “+ k2n 
= 2 =. 2 
2x =+~ + k?n 2x=+^+kn 
4 8 


B8, Giới các phương trình sau : 
g) 2cos2x - đcosx + 1 = 0 ; b) cos2x + sinx + 1 =0; 
e) J3tan?x - (1 + J3)tanx + 1 = 0. 


› 


a) Đặt t = cosx, |tl < 1 ta có : 


t=1 cosx =1 x =k2n 
2t2-3t+1=0<© = = (keZ 
trổ o8 =2 x=*ỗ + kên ; 


b) Ta có : cos2x + sinx + 1 = 0 © 1 - sin?x + sinx + 1 =0 
sinx =-1 


© sin?x - sinx - 2 =0 © | `. : 
sinx =2 (loại) 


©x=- + k?n 
2 


tanx =1 xe<< km 


e) v8tan?x - (1 + V3)tanx + 1= 0 tuy „e = 4 (e2) 


43 x=c+kn 


E3, Giải các phương trình sau trên khoảng đã cho rồi dùng bảng số hoặc máy 
tính bỏ túi để tính gần đúng nghiệm của chúng (tính chính xác đến hàng 
phân trăm) : 


aø) 8cos2x + 10sinx + 1 = 0 trên (-š3): b) 4cos2x + 3 = 0 trên Gì 


e) cof2x - 3eotx - 10 = 0 trên (0; m) ; đ) 5 - 8tan3x = 0 trên (-ã:4) 
a) Ta có 3cos2x + 10sinx + 1 = 0 
sinx = cẻ 
«© - 6sin?x + 6sinx+4=0 © =.. 
sinx =2 (loại) 


Phương trình sinx = lã có nghiệm gần đúng là x x -0,34 
b) Ta thấy 0 < x < 2 ©s 0 < 2x < x. Với điều kiện đó, ta có : 


4eosÐx + 8 = 0 co cosÖx = ~ 2 co Ö =g XỔ, 
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trong đó ơ là số thực thuộc khoảng (0; x) thỏa mãn cosœ = _ Dùng bảng số 


hoặc máy tính, ta tìm được œ x 2,42. Từ đó nghiệm gần đúng của phương 
trình là x= © x 1/21. 
9 


€) cot?x - 3eotx - 10 =0 l* =8 
cotx =-2 
Nghiệm gần đúng của phương trình trong khoảng (0; x) là x > 0,2; x ~ 2,68 
\ 
dìxe -§'g)° 3xe (-š:5] Với điều kiện đó, ta có : 
66 25 


5 - 8tan3x = 0 c+ tanâx = 2 © 8x = D >x =5, 


trong đó B là số thực thuộc khoảng (-š:3) thỏa mãn tanB = g bảng số hoặc 


máy tính cho ta B > 1,03. Vậy nghiệm gần đúng của phương trình là x ~ 0,34. 
3Ũ. Giỏi các phương trình: sau : 
œ) 3eosx + 4sinx = - ỗ ; b) 3sin2x - 2cos2x = 42 ể 
©) 5sin2x - 6eos”x = 13. 


r3 


⁄4¿ 
a) Chia hai vế phương trình cho V32 + 4? = 5 ta được : 
Đề 05% + sanx =-~ l ©C0SXcosơ + sinxsinœ = - l 


(trong đó eosơ = b, và sinơ = B 


Ta có : cos(x - œ) = - 1 ©x-ơ=rnr+k2n 
©x=n+ơ+k2n.ke 2 


b) Chia hai vế phương trình cho V2? + 2? = 2/2 ta được : 


-Ê sin2x _ -Ö cog2y = ẻ c sin2x€os~ - cos2xsin^ = Š 
vã 2 


⁄2 
1 2x—-5~¿ k2n vi Sử lớn 
c> sin(2x ~ 2) = 2 = + 6 © se „keZ 
: 2xX-^=n-^ + k?n xe +kn 
4 6 4 


e) 5sin2x - 6eos?x = 13 > 5sin2x -3(1 +cos2x) = 13 
&© ðsin2x - 3cos2x = 16 


Chia hai vế cho V52 + 3? =V34 ta được : 


5 sin2x - Kao cos2x = 5 


j6 va. vai 
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BÝ.( 8Ÿ 
Do (œ] ì = 1 nên ta chọn được số œ sao cho : 
v34 


j (V34) 
€0Sơ = 5 và sinơ = _ 
434 v34 
Ta có : 5sin2x - 6cos”x = 13 © sin(2x - œ) = ca 1 
⁄34 


Vậy phương trình đã cho vô nghiệm. 

3L. Mộc oật nặng trco bởi một chiếc lò xo, chuyển 
động lên xuống qua 0ị trí cân bằng. Khoảng 
cách h từ oật đó đến uị trí cân bằng ở thời điểm 
t giây được tính theo công thức h = ld| trong 
đó : d = ðsin6t - 4cos6t, uới d được tính bằng 
xentimet, ta quy ước rằng d > 0 khi uật ở phía 
trên uị trí cân bằng, d < 0 khi uật ở phía dưới tị 
trí cân bằng. Hỏi : 
a) Ở uào thời điểm nào trong 1 giây đầu tiên, 

uật ở u‡ trí cân bằng ? 


Vị trí cân bằng 


b) Ở ào thời điểm nào trong 1 giây đầu tiên, tật ở xa tị trí cân bằng nhất ? 
(Tính chính xác đến có giây) 
100 


4iả¿ 


Ta có : ðsin6t - 4cos6t = ⁄41| ~Š_ sinôt - CS cosột) = ⁄41sin(6t - ơ), trong 
V⁄41 v11 
: B 4 Ẵ 
đó số œ được chọn sao cho cosư = —— và Sinư =—. Sử dụng bảng số hoặc 
⁄41 ⁄41 


máy tính bỏ túi, ta chọn được œ ~ 0,675. 
a) Vật ở vị trí cân bằng khi d = 0, nghĩa là sin(6t - œ) = 0 
œt=Š+kŠ (ới ke Z) 
6 6 


Ta cần tìm k nguyên dương sao cho 0 <t < 1 


06srsLe©8 <2 Lk7<te-EsksS=8 
6 6 T T 


Với œ ~ 0,675, ta thu được - 0.215 < k < 1,7, nghĩa là k e I0; 1I. Vậy trong 
khoảng 1 giây đầu tiên, có hai thời điểm vật ở vị trí cân bằng là : 


œ : œ1 s 
t=— >011 (giây) và t = — +— >= 0,64 (giây) 
S giây sÌS§ giây 


b) Vật ở xa vị trí cân bằng nhất khi và chỉ kh¡ !d! nhận giá trị lớn nhất. 
Điều đó xảy ra nếu sin(6t - ơ: = + 1 Ta có : 
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sin(Bt —.œ) = + 1 ©s eøs(6t —ơ) = 0 s ^“+-=+kŠ 
§ 12 6 


Ta tìm k nguyên dương sao cho 0 <t < 1 


0<t<1 @0<Š+- tk <I 
8 đỡ 6 

TT In 

LẠ. T 2 


Với ơ ~ 0,675, ta thu được - 0,715 < k < 1,3; nghĩa là k e |0; 1|. Vậy trong 
khoảng 1 giây đầu tiên, có hai thời điểm vật ở xa vị trí cân bằng nhất là : 
ữ hộ ơ T1 T1 
t=—+— *>0,37 (giây) và t = — + — +— ~ 0,90 (giây) 
612 = 6 Ì12'6 _ 


38. 7ìm giá trị lớn nhất uà giá trị nhỏ nhất của mỗi biểu thức sau : 
d) asinx + beosx (a oà b là hằng số, a? + bỀ # 0) ; 
b) sin?x + sinxeosx + 3eos2x ; 
©) Asin?x + Bsinxeosx + Ccos?x (A, B rà C là hằng số). 


áa¿ 


a) Ta có : asinx + beosx = sinx + 


? D a b 

+b C0SX 
da? +b? va? +b? 

a2 + bŸ(sinxeosơ + sinœeosx) 


= va? +bŸ sin(x + œ) 
(trong đó sinơ = Mơ, _ ) 
da? +2 va? +b? 


Giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của asinx + bcosx lần lượt là : 
da?+b? và -va?+b? 
b) Ta có sinˆx + sinxcosx + 3cos?x = ssin2x + —= + = 


1 


€0SŒ = 


sẽ + c0s2x + 2 
2 
< (:) +12= J 
2 9 


Do đó giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của sin?x + sinxcosx + 3cos2x lần 


{5 V5 


lượt là :—— + 2 và - — + 2 
2 2 


Ta có 


 sin8x + (02x 


€) Ta có: Asin2x + Bsinxcosx + Ccos2x 
1-cos2x B 1+ cos2x 


= AÁ————+_—sin2x +. 
2 2 


= asin2x + bcos2x + 


B.. C-A C+A 
sm2k + Người + 
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tưởng Hú d= Ê BL_SC, sa: 
2 2 2 
Vậy Asin?x + Bsinxcosx + Ccos2x đạt giá trị lớn nhất là : 


2 _Ay2 
Na XI 5 Bˆ+(C-A) ca Ô d TP (O-NP 
4 3 2 3 
và giá trị nhỏ nhất là 5 B2 +(C-A)2 + ¬ˆ 


33. Giải các phương trình sau : 
a) 2sin2x + 3A[3sinxeosx - cos2x = 4; 


b) 3sin3x + 4sin2x + (83 - 9)cos”x = 0; 


ý s 1 
€) gin2x + sin2x - 2eos”x = 5 


e 4 
a) cosx = 0 không thỏa mãn phương trình. 
Chia hai vế phương trình cho cos°x # 0 ta được : 
2tan2x + 33tanx - 1 = 4(1 + tan x) 
© 2tan?x - 3/3tanx + 5 = 0. 
Phương trình vô nghiệm nên phương trình đã cho võ nghiệm. 


b) Các giá trị của x mà cosx = 0 không là nghiệm phương trình. 
Chia hai vế phương trình cho cos?x ta được : 


tanx = 3 
3tan?x + Btanx + 8/3 - 9 = 0 e> 8 
tanx =-~ + ⁄3 
3 
T 
k un.. 
x=ơư+km 


trong đó tanơ = š +3 


c) Các giá trị của x mà cosx = 0 không là nghiệm phương trình. 
Chia hai vế phương trình cho cos?x ta được : 


tan2x + 2tanx - 2 = 5 (1 + tan?x) 


T 
t =1 =—*+k 
« tanẦx + 4tanx—-B=Ú ca| EU CN .. suel# 
tanx = -ð 
x=ơ+km 
trong đó tang = - ỗ 
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3M. Sự dụng công thức biến đổi tổng thành tích hoặc tích thành tổng để giải các 
phương trình sau : 


4) COsx€eOSỗxY = (os2xeosá4x ; b) cosỗxsin4x = cos3xsin3x; 
+) gi\N9X + SIH4Y = SIHỒY ; đ) sinx + sin2x = c0sx + c0s3x. 


°đ/— 
a) 'Fa có :  c€osxcosðx = cos2xcos4x 


-© g(cosôx + c0S4X) = g(eos6x + c€0s2x) © cos4x = cos2x 


4x= 2x+k2n xu T 
= = né$»Xx=k— 
4x = -2x + k2m KH 3 


Ẫ : Ñ : li ú 
b) cosðxsin4x = cos3xsin2x gisin9x ~ Sinx) = -(sin5x - sinx) 


x=kế 
© sin9x = sin5x © Pgàn dụ nh c= 2 
9x =œ— õx + k2m 1 u$ 
x=—+k- 
14 ñ 
€) sin2x + sin4x = sin6x © 2sin3xcosx = 2sin3xcos3x 
TL 
x=k- hệ 
sin3x =0 - 5 
“© sin3x(cosx - cosäx) = 0 °| ©|x=kn © 
C€0SX = coS3X hệ 
T x=k- 
x=k~ 
In 


3» ä „3X X 3x x 
đ) sinx + sin2x = cosx + €os2x TH UỌN,, = POQB- 2 008, 


cosễ =0 
X.„. 3X 3x = 
> œ0os—(sỉn— - e0os—) = Ö © 
2 L) 3x 
Sin—— = €os—— 
2 
ST x=n+k2n 
«j3 2 S|Ì œ8 „2x (Œe#) 
3x =-+k— 
tan— =1 6 8 


35. Dùng công thức hạ bậc để giải các phương trình sau : 
g) sin?4x + sin?3x = sin?2x + sinŸx; 
b) cos?x + cos22x + eos°3x + eos”4x = 2 
a) sin2?4x + sin®3x = sin22x + sin?x 
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c© zụ ~ c0s8X) + zụ — cosổX) = zụ — cos4x) + zụ — c0s2x) 


© cos8x + cos6x = cos4x + cos2x ©© c0s7Xcosx = cos3Xcosx 
© cosx(cos7x - cos3x) = 0 


x==+km 
2 - 1 
cosx =0 1 TS 
= ©lx=k- = kéeZ 
€oS7X = c0s3x 2 m 
= x=k- 
x=k- 
5 


b) Ta có : 
cos2x + cos?2x + cos?3x + cos24x = 2 
l1+cos2x 1+cos4x ` 1+ cos6x b: 1+ cos8x =9 
2 2 2 2 
© (cos2x + cos4x) + (cos6x + cos8x) = 0 
K© 2cos3xcosx + 2cos7xcosx = 0 © cosx(cos3x + cos7x) = 0 


x=-+kn 
cosx =0 
© 2cosxcosðxcos2x=0 c©| cos2x =0 ©Ẵ|x=Z+kẾ ta 
4 2 
cosỗx =0 
T m 
x=—+k< 
10 5 
36. Giải cóc phương trình sau : 
g) tan = tanx ; b) tan(2x + 10°) + cotx = 0; 
©) (1 - tanx)(1 + sin2x) = 1 + tanx ; đ) tanx + tan2x = sinồxc0§: ; 


e) tanx + cot2x = 2cot4x. 


„ ã — 
X 
cos— #0 


a) ĐKXĐ : 2 
cosx z 0 


Ta có : tanE = tanx c x = 2 + kw cơ x = k2r (nhận) 


cos(2x + 109) z 0 


b) ĐKSP : | - 
sinx # 0 


Ta có: tan(2x + 10°) + cotx = 0 © tan(2x + 109) = tan(90° + x) 
© 2x + 10° = 90° + x + k180° © x = 80° + k1809 

Hiển nhiên x = 80° + k180° thỏa mãn ĐKXĐ. 

Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là x = 80° + k1809. 
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©) Đặt t = tanx, với điều kiện cosx z 0. 


đa cố nhhiÖn Su TC, 
l1+tan?x 1+t? 
2 
Do đó : 1 + sin2x =1+ SL Ấn GÓP, 
ltt? 1t? 
2 
Vậy ta có phương trình : (1 - t) S9 =1+t 
1+t? 
@ (1L~)(1 + Đ = (1 + Đ(1 + t?) © 221 +t) =0 
t=0 x4ngh ~= 
=> ©ồ TL 
t=~-1 |tanx = -1 x=~+kn 


dì ĐKXĐ : cosx # 0 và cos2x z 0. Với điều kiện đó, ta có : 


ý sin3x 3 
tanx + tan2x = sin3xcosx ©®————=sSin3xcosx 
C€0sXcos2x 
1 sin3x =0 
sin3x(——————-cosx) =0 «&© ï 
€osxcos2x ————— =(C0sx 
C0SXcos2x 
. L 
se sin3x = 0 © x= k_— 
3 
1 2 
e@————=(C0sx c€€0S'K€0S2x = ] © (1 + cos2x)cos2x = 2 
c'osxcos2x 


© cos?2x + cos2x - 2 = 0 © cos2x = 1 © x = km 


Vậy phương trình có nghiệm x = kệ (keZ) 


e) ĐKXĐ : cosx # 0, sin2x + 0 và sin4x # 0. Tuy nhiên chỉ cần sin4x z 0 là đủ 
(vì sin4x = 2sin2xcos2x = 4sinxcosxcos2x). Với điều kiện đó ta có : 


sinx cos2x 2cos4x 
tanx + cot2x = 2cot4x c S U ¿ = 


cosx sin2x sin4x 


Sinxsin2x + cosxcos2x  — 2cos4x cos(2x -x) _ cos4x 
c0sxsin2x 2sin2xcos2x €0SX c0s2x 
x=kn R 
© cos4x = cos2x © 4x =+2x+k2n c© - ng: 
x=k- 
3 


Để là nghiệm, các giá trị này còn phải thỏa mãn điều kiện sin4x z 0. 
Ta có : 
~ Nếu k chia hết cho 3, tức là k = 3m (m e Z) thì sin4x = sin4mrr = 0 
~ Nếu k không chia hết cho 3, tức là k = 3m + 1 (m e Z2) thì : 
sin4x = si cội + 4mr]~ +sin” = + ⁄ +0 
3 3 2 
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Vậy nghiệm của phương trình là x = kệ với k nguyên và không chia hết 
cho 3. 


31. Mùa xuân ở Hội Lim (tỉnh Bắc Ninh) thường có trò chơi đu. Khi người chơi 
đu nhún đêu, cây đu sẽ đưa người chơi đu dao động qua lại uị trí cân bằng. 
Nghiên cúu trò chơi này, người ta thấy khoảng cách h (tính bằng mét) từ 
người chơi đu đến uị trí cân bằng được biểu diễn qua thời gian t (t > 0 uà 
được tính bằng giây) bởi hệ thức h = \d| uới d = đeo G (2t- 2) trong đó ta 


qui ước rằng d > 0 khi u‡ trí cân bằng ở uẻ phía sau lưng người chơi đu oà 
d <0 trong trường hợp trái lại. 


Vị trí căn bảng 


ø) Tìm các thời điểm trong uòng 2 giây đầu tiên mà người chơi đụ ở xa 0 trí 
cân bằng nhất. 


b) Tìm các thời điểm trong uòng 2 giây đầu tiên mà người chơi đu ở cách uị 
trí cân bằng 2 mét (tính chính xác đến Tag #0) 


a) Người chơi đu ở xa vị trí cân bằng nhất khi coi Tốt -n| =#1u 


Ta có : coi 5 => +1 S si 6> D= 0 


œ Ẩ(ðt - 1) = kx © t = Ả(8k + 1) 
3 2 
Ta cần tìm k nguyên để 0 < t < 2 


0<t<2©0< 28k +1) <8 © <k<l1e@ke |0;1J 


ca|— 
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Với k =0 thì t= # Với k = 1 thì t =9. Vậy trong 2 giây đầu tiên, người chơi 
đu ở xa vị trí cân bằng nhất vào các thời điểm 5 giây và 2 giây. 


TL 


œ 


b) Người chơi đu cách vị trí cân bằng 2 mét khi eo, (2t- Đị =‡9. 


Ta Có : 3e›4 5 + ~D) =#Ð S coSl đới =D)| =5 


3 
©1+co 2“ ti~1y|~Š © coi Say <0 [==b 
3 8 3 9 
© 100% =11< # +/K8n Giác: xe lvii6osee.cS) 
3 4n 2 2 9 
Ta tìm k nguyên để 0 < t < 2 
`... n.. .. . ..... 
án 2 2 3 2n 2n 


Với cosd = ˆ§ ta chọn œ x 1,682 


Khi đó - 0,601 < k < 0,732 suy ra k = 0 và t x 0,90 
° Với de, ba sốc đớn đc chau <k<l+” 
ác 2 2 3 2n 2n 

Vì ơ ~ 1,682 nên -0,066 < k < 1,267, suy ra k e |0; 1] 


Với k = 0, ta có t ~ 0,10; với k = 1, ta có t~ 1,60 
Kết luận : Trong khoảng 2 giây đầu tiên, có ba thời điểm mà người chơi đu 
cách vị trí cân bằng 2 mét, đó là t ~ 0,10 giây; t ~ 0,90 giây và t ~ 1,60 giây. 
38. Giải các phương trình sau : 
g) cos2x - 3sin2x = 0 ; b) (tanx + cotx)? - (tanx + cotx) = 9 ; 


€) sinx + sinn = 0,5. 


„4 — 


3s)! cosSx©—/đstnŠx=:0 ltcos2x 3(1-cos2x) - 


2 2 


© cua be Sy =& Ê gikền ca « kh 
2 3 6 


0 


b) Đặt t = tanx + cotx với điều kiện ltl = ltanxl + Icotxl > 2 (BĐT Côsi) 


Ta có : an nang 


t=2 c tiñx + cotx:e21© tông =2 i2 
tanx 


© tan?x - 2tanx + 1 = 0 s tanx = 1 © x= 2 + kữ 
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3 : 1- : 1 
€) sinx + sin2Š = 0,5 «@©sinx+ —«e 4 © sinx = —cosx 
2 2 2 2 


I„ 


+ 
+ tafiX = ; ©-#-=# + kữ trọng đố t4NG: 2 


R2 


R 


38, Chứng minh rằng các phương trình sau đây uô nghiệm : 
g) sinx - 2cosx = ở ; b) 5sin2x + sinx + cosx + 8 = 0 
Hướng dẫn : b) Đặt sinx + cosx = t 


a) sinx - 2cosx = 3 © _  Sìng - ca uy E có ©sin(x - ơ)= Sa trong đó œ là 


45 ⁄5 ⁄5 ⁄5 


z 1 2 ` Ầ 
số thỏa mãn cos œ = —— và sinơ = —=. Phương trình cuối cùng vô nghiệm 
ý5 ⁄5 
do SH > 1, nên phương trình đã cho vô nghiệm. 


⁄5 


b) Trong phương trình ðsin2x + sinx + cosx + 6 = 0, ta đặt t = sinx + cosx với 
điểu kiện Itl <2 thì được phương trình 5t? + t + 1 =0. Phương trình này 
vô nghiệm nên phương trình đã cho vô nghiệm. 

0, Tìm các nghiệm của mỗi phương trình sau trong khoảng đã cho (khỉ cần 
tính gần đúng thì tính chính xác đến _ giây). 
g0) 2sin2x — 3cosx = 2, 0° < x < 360° ; 
b) tanx + 2cofx = 3, 180° < x < 360. 


a) 2sin2x - 3cosx = 2 © 2cos?x + 3cosx = 0 


© cosx = 0 (loại cosx = -Ð 


©x=090° + k180°,k e Z 

Vậy với điều kiện 0° < x < 3609, phương trình có hai nghiệm là x = 90° và 
x= 2709. 
b) ĐKXĐ : sinx # 0 và cosx z 0. Ta có ; 


tanx + 8eobx = 8 cstanÖx = 8unx + 8 =0 c>| TC 


tanx = 2 
se  tanx= 1©>x=4ð° + k180°. Có một nghiệm thỏa mãn 180° < x < 3609, 
ứng với k = 1 là x = 2259. 
© tanx=2œ>x=œ + k180° với tang = 2. Ta có thể chọn œ ~ 63°26'5,8". 
Vậy có một nghiệm (gần đúng) thỏa mãn 180° < x < 360? là : 
x =ơ + 180° x 243°26'5,8" 
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Kết luận : Với điều kiện 180° < x < 360°, phương trình có hai nghiệm 
x= 225° và x x 243°26'5,8". 


MÍ. G¡d¡i các phương trình sau : 
4) gìn x - sin2x - eos2x = 0 ; 
+) 8sin2x + (3 + V3)sinxcosx + (3 - 1)eos°x = - 1. 


b) 3sin22x - sin2xcos2x - 4cos?2x = 2 là 


a) Cách 1 : (chia hai vế cho cos”x). Chú ý rằng những giá trị của x mà cosx = 0 


không là nghiệm của phương trình. Do đó : 
tanx =1 


3sin2x - sin2x - cos?x = 0 © 3tan”x - 2tanx - 1 = 0 © 1 
tanX =~— 
3 
"Từ đó suy ra các nghiệm của phương trình là : 
=5 + kh và x= œ + kự trong đó tạng = =2 


Cách 2 : (dùng công thức hạ bậc) 
3(1-cos2x) . 1+ cos2x 
©————-Sin2x-———— =0 


3sin?x - sin2x - cos2x = 0 = 


&© - 2sin2x - 4cos2x + 2 = 0 © sin2x + 2cos2x = 1 


= -È ginwx + -2 tượng = c © cos(2x - œ) = cá -#) 


v5 v5 ⁄5 


trong đó œ là số thỏa mãn sinơ = sói và cosơ = se. Ta có : 
⁄5 45 


cos2x ~ ø) = coÁ Š ~ơ | 2x-d= :[Š-=}+kez 


x=T~+km 
“II. (ke Z) 
TL 
x=ơœ-—+kn 
4 


b) Những giá trị của x mà cos2x = 0 không là nghiệm phương trình. Chia hai 
vế phương trình cho cos22x ta được : 


3tan22x - tan2x - 4 = 2 (1 + tan?2x) 
tan2x = -2 


© tan?2x - tan2x - 6 = 0 © 
tan2x = 3 


TU 
: trong đó tan2œ = - 2 và tan2B = 3 
3 
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c) Với giá trị x mà cosx = 0 không là nghiệm phương trình chia hai vế phương 
trình cho cosÊx ta được : 


2tan?x + (3 + V3)tanx + V3 - 1 = - (1 + tanŸ®x) 


tanx =-l 
© 8tan2x + (3 + V3)tanx +3 =0 «> v3 
tanx =-—— 
x=- +kn 
4 = 
= (keZ) 


x=-~+kn 
6 


M8, Giải các phương trình sau : 
d) sinx + sin2x + sin3x = c0§X + c0s2x + cos3x ; 
b) sinx = VÏJ2sinBx — cosx ; 
ở) 4 1 2 


+ = ; 
sin2x cos2x sin4x 


4á: 


a) Ta có: sinx + sin2x + sin3x = c0SX + c0S2x + c0S3x 


cos2x 


đ) sinx + eosx =—————. 
1- sin2x 


© (sinx + sin3x) + sin2x = (cosx + cos3X) + cos2x 
© 2sin2xcosx + sin2x = 2cos2xcosx + cos2x 

© sin2x(2cosx + 1) - eos2x(2cosx + 1) = 0 

K© (2cosx + 1)(sin2x - cos2x) = 0 


-1 mm... 
2cosx +1=0 €0SX =— 3 
in2 ss SÑ =. = : k&@Z 
Sub tan2x =1 vn li, 


1 1 
b) sinx = V2sinỗx — cosx e> ——sinx + ——cosx = sin5x 
⁄2 ⁄2 
F 5x =x+^ + kÐn x=--+k 
ca si x+ Ã ]~ sinðx es 4 = l 2 we«? 


Bx =^” _ x.+ kên xe 
4 8 H 


c) ĐKXĐ : sin4x z 0 (điều kiện này đã bao gồm sin2x z 0 và cos2x z 0). 
Với điều kiện đó, ta có thể nhân hai vế của phương trình với sin4x : 


1 N ' LIỀN: s2... =6 1 # NG 1 
sin2x cos2x sin4x sin2x cos2x sin2x cos2x 
: 2x = k2n 
© sin2x + cos2x= 1 si 2x + 3) =sin © T 
4/ 4 2x= 5 + k2r 
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Ta thấy : Nếu 2x = k2 thì sin2x = 0; nếu 2x = + k2m thì eos2x = 0, nên 


các giá trí đó của x đều không thỏa màn DKXĐ. Vậy phương trình đã cho vô 
nghiem. 


d) ĐXĐ :sin2x + 1. Với điều kiện đó. ta có : 


` cos2x ° 
SII\X + €0SX = 


OS 
1-sin2x 
, Í 1 \ 
c› (sinx + cosxJ] 1-——————— Ì= 0 
\ €OSX - SInX / 
$ 1 
® sinx + €0sx=Ũ «@+x=-— + km 


1 : 
®————.—= Ì ©C0SX-sinx = ] 
C€OSX - SIIX 


; x =k2x (nhận) 
T1 1 
© C08 Xe 2 ST 


4S ˆ l5 ¬5 + k2r (nhận) 
PP: BÀI TẬP LÀM THÊM 

Giải các phương trình : 

a) 6cos2x + ðsinx - 7 = 0; 


b) cos2x + 3sinx = 2 ; 
€) Ï + cosx + cos2x = 0; 


d) tạnŸx - 3tan5x - 2tanx + 4 = 0. 
Hướng dẫn : 


a) Đặt t = sinx; Ê = S; t = 3 b) Đặt † = sinw; † = l;t = 


®|= 


1 
©) Đặt t = cosx;t =0; =——— d) Đặtt=tanx;t = 1;t= 1+5 
Giải các phương trình sau : 
đ)~ 


—— + đfan?x + 4(anx + cotx) - 1 = 0; 
sin?x 


b) Beos"“= +i1= đoogP= h 


€) sinŠxy + cosŠx = ưu 
Hướng dẫn : 
a) Áp dụng công thức : 
1+ cofx= 


- „ đặt † = tanx + cotx, 
sin?x 


x= CÀ + Èn 

4 

b) Đạt t = : <1). 

Ấp dụng công thức nhân đôi uà nhân ba ta được : 
40 - 6t? ~ 3t + 5 = 0 có nghiệm † = 1 


sinŠx + cosŠx = (sin'x + cos'x)? ~ 9sin'xcosfx 
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1 tết: 1 
= 1~ 2 sin8x) ~ —sin'2x = 1 - sin?2x + —sin?2x 
2 8 8 


Đặt t = sin?2x (0 <t < 1) 
3. Giải các phương trình sau : 


đ) SỈnx + cosx = X*2sin7x è b) §inx + cosx = cos2x; 
€) ] + sỉnx + c0Sx + sinxcosx = 0 ; đ) ] + sinx + c0sx + sin2x + cos2x = 0 
Hướng dẫn : 


a) Áp dụng kết quỏ : sinx + cosx = Vin|x + H 


b) Áp dụng công thức nhân đôi : cos2x = cos2x - sin”x 


Đưa phương trình uê tích : (sinx + cosx)(1 + sinx - cosx) = 0 
e) Đưa uê tích : (1 + sinx)(1 + cosx) = 0 
d) Đưa uề tích (sinx + cosx)(2cosx + 1) = 0 


BÀI TẬP ÔN CHƯƠNG I 


W3. Trong các khẳng định sau, khẳng định nào đúng, khẳng định nào sai ? 
a) Các hàm số y = sinx, y = cosx có cùng tập xác định. 
b) Các hàm số y = tanx, y = cotx có cùng tập xúc định. 
e) Các hàm số y = sinx, y = tanx là những hàm số lẻ. 
d) Các hàm số y = cosx, y = cotx là những hàm số chửn. 
e) Các hàm số y = sinx, y = cosz cùng nghịch biến trên khoảng (š:7) 
? Hàm số y = cosx nghịch biến trên khoảng (-Ð; - m) 
8) Trên mỗi khoảng mà hàm số y = tanx đông biến thì hàm số y = cotx 
nghịch biến. 
c? Av 
a) Đúng vì hàm số y = sinx, y = cosx có cùng tập xác định D = R 
b) 8ai vì y = tanx xác định Vx z ẵ + km còn y = cotx xác định Vx # km 
e) Đúng 
đ) Sai vì y = cotx là hàm số lẻ. 
e) Sai vì y = cosx không nghịch biến trên khoảng lš:5) 


0 Đúng 
g) Sai vì trên khoảng (~ ¡5 Ìhàm số y = tanx đồng biến nhưng hàm số 


y = cotx không nghịch biến. 
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WH. Xe! hàm sổ y = f[x) = sianx 
+) Chứng mình rằng uới mỗi số nguyễn chứn m ta có f[c + m) = ffx) tới 
mọi x. 
b) Lập bảng biến thiên của hàm sổ trên đoạn [-1; 1] 
®) Về đồ thị hàm số đó. 


„4. — 


a) Dặt m = 2k, k e Z. Ta có : 
fx + m) = sinz(x + m) = sin(xx + 2km) = sinxx = fx) 


b) Bảng biến thiên : 


e) Đỗ thị 


W5. Đưa các biểu thức sau uê dạng C sin(x + œ) 


: T T. 
g) SIHxX + #afloaasx đ b) tàn; guụ: + COSx. 


„đ — 


xa ẤT 
SiIn— 
` T : 7 
a) Ta có: sỉnx + tan ©05X = SỈNX + ——T.€05X 
€os~ 
7 
1 : TL BE ¿ Ệ TL 
= =—— GnaobE, + sin-cosx) = x8IR(X + ? 
T 
C0S— cos— 
7 7 
„. HỆ 
T sn 1 T T 
b) tan sinx + C0SX = SÌnX + (0SX = — In, + chãx C08) 
T1 
cos— cos— 
7 7 
1 T Ủ ốa LẠ: : TP ðn 
= ———co0s(x- —) = sin(x - — +—)= sin(x + —) 
T Kí 1 14 
c0s— C087 cos— 
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MB. Giải các phương trình sau : 
g) sin(x - = = cos2x ; b) tan(2x + 45°)tan(180° - 3 =1; 


2 


©) c0s2x - sin“x = 0 ; d) õtanx - 2cotx = đ. 


„đả — 


a) Ta có:  sin(x-— » = C0S2x © sin(x — Đ = sine - 2x) 


và ôxa Vu VI gUỐ 
6 3 


vn -u xa Đồi Si si§ớn 
3 2 6 


b) Với ĐKXĐ của phương trình ta có tan(2x + 459) = cot(45° - 2x) 
và tan(180° - Ã) = tan(—Š) nên : 
2 2 
tan(2x + 459)tan(180° - E = 1© cot(459 - 2x)tan(~2) =1 
= tan(~5) = tan(45° - 2x) c -Š = 45° ~ 2x + k180° 


©x=30° + k1209, ke Z 
1-cos2x _ 
2 


e) Ta có:  cos2x - sin2x = 0 © cos2x - 0 


Ấ© 3cos2x - 1 = 0 © cos2x “ã 


© cos2x = cosœ (với cosơ = = x=# s + km 
U) 
d) ðtanx - 2cotx = 3. © 5tanx -—— = 3 
tanx 
© 3tan?x - 3tanx - 2 = 0 
tanx =1 T 
9 CC | lâu % trong đó tanơ ..c 
tanx =-— ỗ 
5 x=ơ+kn 
MỊ. Giải các phương trình sau : 
a) sin9x + sin?x = ỹ bị b) 2sin2x + 3sinxcosx + cos”x = 0, 
; ĐK ỹ F #  ñ 
sin?” + sinx -'2cos?~ = — 
©) sử 5 ni n 


e4 — 


a) Ta có: sin2x + sin?x = ặ ©sin2x + zụ - (0s2x) = 


tim 


© sin2x - s0050x = 0 © tan2x = 5 
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++ 2x = ở + kn với tanơ = b 
c* = + kŠ.keZ 
2 2 
b) xe : + kx không là nghiệm phương trình. 


Chia hai vế phương trình cho eos?x ta được : 


tanx = -1 [x=-*+ks 
2tan?x + 3tanx + 1=0 © L@P a . (e2 
tanx =—~ 
9 x=ơ+kn 


3 1 
(với tanơ = -—) 

2 

c) Ta có : sinh, + Sinx ~ 2cos?C = Ặ 


sX 


: _ no. x 
«> sin?^ + 2sin— eos~ - 2cos?~ = 
2 2 U2 


1 
2 
*- Với x mà co5 = 0 không là nghiệm phương trình. 


Chia hai vế phương trình cho cos2Š ta được : 


taH2Š ¿ 2tan”~2= À(1+ tan”) còtan'Ở + đtanh~ø=0 
bì 3 2 2 

tanŠ =1 Š= “¿km 

c© 2 c© 2 4 (với tanơ = - 5) 

tanŠ = -5 |g=s+kn 
2 2 
T 

# St (keZ) 

x =2 + k2n 


ậ Ý3-1 
W8, đ) Cuứng mình rằng Si ==— 
|: 2/2 


b) Giải phương trình 2sinx - Øcosx = 1 - J3 bằng cách biến đổi uế trái uễ 
dìng Ở sin(x +0) 


e) Gải phương trình 2sinx - 2cosx = 1 - v[3 bằng cách bình phương hai uế. 
a) Ta có : 


Ð -ưất `. anh - 
Sin— = sin(— ——) = sỉin—eos— - sin—cos— 
12 3 4 


_ V8 ý2_⁄3 1_ý6-2 _ 23-1) _ v3-1 
4 2 
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b) Ta có:  2sinx - 2cosx = 1 - V3 © 2gp  c 


42 42 2/2 


Ề EÐ .,.# se. TẾ 
© sinx.eos— - sin—cosx = - sin— 
4 12 
Ẹ # eo g kết 
sử BIRE=Ð =lRM(- 2) tỳ 4 2 
x-^=mx+-T+ k9n 
4 
x=-+k2n 
= (k2) 
x=— + k2n 
3 


e) Chú ý rằng 1 - ý3 < 0, ta đặt điều kiện sinx - cosx < 0 rồi bình phương hai 
vế của phương trình thì được : 


4(1 - sin2x) = 4 - 2/3 © sin2x = Ẫ = 


Thử vào điều kiện sinx - cosx < 0, ta thấy : 
* Họ nghiệm x = Ề + km thỏa mãn điều kiện sinx - cosx < 0 khi và chỉ khi k 


chẵn, tức là x = 5 + 2mz với m e Z. 


* Họ nghiệm x = : + km thỏa mãn điều kiện sinx - cosx < 0 khi và chỉ khi k lẻ, 
tức là x = 5 + (ôm + 1Jx = —T + Ømw với me Z. 


Ta có kết quả như đã nêu ở câu b). 
W8, Giải phương trình : 
l+cos2x _ sin2x 


cosx 1-cos2x 


ĐKXĐ : cosx # 0 và cos2x # 1. Với điều kiện đó, ta có : 


l1+cos2x  sin2x 9cos2?x _ 2sinxcosx hộ: =0 
cosx 1-cos2x cosX 2sin2x 2sinx 
h x=~+ k2 (nhận) 
© sinx = 5 = Lễ 
sà + k2n (nhận) 
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m3 3 
._„ Sinx +cosỶx 
SŨ Cho phương trình ————DD—— = cos2x 
2cosx - sinx 


a) Chứng mình rằng x = : + knunghiệm đúng phương trình ; 


b) Giải phương trình bằng cách đặt tanx = † (khi x # Š + Èn), 
đ4 
a) Thay x = : + kx vào phương trình ta được : 


(-1)3 
-(~1)È 


= cosx © - 1 = - 1 (luôn đúng) 
Vậy x= h + km là nghiệm phương trình. 


b) *x == + km là nghiệm phương trình 


T 
3 
* Với xz ễ + km chia tử và mẫu của vế trái cho cosỶx ta được : 
tanŠx +1 1-tan?®x 
2(1+ tan?x) - tanx(1 + tan?x) = 1+ tan?x 
t2+1 _1-t? 


Đặt t = tanx ta được : ———————- = —— 
(2-t(1+t?) 1+t? 


©t?+1=(t?- 1t - 2) ©tẺ+1=t?—2t?~t+2 
t=-1 tanx =-—l 
©??+t-1=0© 


1 
ki b) x=ơ+kn 


với tang = 


tai 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm : 


xen + km xe Ta tk, x=ơ+kn (ke Z2). 
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BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN 


Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả đã cho từ bài 51 đến bài 63. 
BI. Giá trị lớn nhất của biểu thức sinÝx + eos”x là : 

(A)0; (B) 1; (C22; (D) ý 
e??4 Â¿ 

Chọn (B) vì sin'x + cosx = 1 - 2sin2xcos?x < 1 


BB. Giá trị bé nhất của biểu thức sinx + si x + “la Ệ 


(A)-2; œ Š, (C) - 1; (D) 0. 
«z4 Â¿ h : 
Ta có : sinx + si x :-) 2sin|x ca mg = si x + sIề -1 
3 3 3 3 
Chọn (C) 
B3. Táp gió trị của hàm số y = 2sin2x + 3 là : 
(A) [0; 1} ; (B) [2; 3] ; (C) [-2; 3] ; (D) [1; 5]. 
„z4 4¿ 
Ta có : - 1<sin2x<1=1<y<5 
Chọn (D) 
5M. Tóp giá trị của hàm số y = 1 - 2\83sinvL là : 
(A) [-1; 1]; (B) [0; 1} ; (C) [- 1; 0] ; (D) [-1; 3]. 
«z4 Â¿ 
Vì 0< lsin3xl < 1 nên -1 <y <1 
Chọn (A) 
BB. Giá trị lớn nhất của biểu thức y = eos°x — sinx là : 
(A)2; (B)0; tOŠ; (D) 1. 
«z4 Ai 
Ta có: y = 1- sin?x - sinx = l - (sinx + sinx) 
sã— (sin?x + sinx + cy —Ễ - ng 125 
4 4 4 5 4 
Chọn (C) 
BB. Tóp giá trị của hàm số y = 4cos2x - 3sin2x + 6 là : 
(A) f3; 10} ; (B) (6; 10] ; (C) [-1; 13] ; (D) [1; 11}. 
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«7z¿ 


: h Ẫ 4 sU 
Ta có : 4eos2x - 3sin2x = ðL=cos2x x xsin2x) 
5 5 
[ 
C08 Œ = = 
= _B(eos2xcosơ - sin2xsinơ) với 4 h 
| Sinư ==— 
| 5 
= õcos(2x + ở) =y=6+5cos(2x +dœ) => 1<y< l1 


Chọn (D) 


` õðn 7 s : : DO N s 
B1. Khi x thay đổi trong khoảng lƒ Ỷ “im y = ginx lấy mọi giá trị thuộc : 


[ 5Ì] [ 1 
(Ai) |, |; tB)|-1: , e¡|-2 ; 0|; (D)ƒF-1, 1} 
“RÊN: | 2| im 
c”>+ôi 


Ta có : FT sa ~1 #iá§ s5 dự + -ŠE chan ôi, 
4 4 3 2 


BB. Kj¡ x thay đổi trong khoảng | - sỉ 5ị thì y = cosx lấy mọi giá trị thuộc : 
X 
(A)|2; rỈ; (8 |- # HỊP ©|~š: ;] (p|-t; 3 
3 3' đj PIN” 2 
724 Êy TL T 1 nh 
Ta có -—<x<-=—<cosx<l  =-<y <1Chọn (A). 
3 3 2 2 
B8. Số nghiệm của phương trình sín (: + .) = 1 thuộc đoạn [n ; 2n} là : 
(A) 1; (B) 2; (C) 0; (D)3. 
722 Âv 


Ta có: sinx + )=1cSx+ == “+k?nc>xe= T + kên 
4 4 2 4 


Phương trình không có nghiệm thuộc [x; 2m] 
Chọn (C). 


BŨ. Số nghiệm của phương trình sin ðr + 3) = — 1 thuộc đoạn [0 ; n] là : 
(A) 1; (B) 2; (C) 3; (D) 0. 
Ÿ>4d ô¿ 


T 3 
Ta có : sỉ 2x+ TT 1c 0x kẫ= S5 + kên ©x=-  +kn 
4 4 2 8 
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Chọn k = 1 ta được nghiệm x = _ e [0; m] 


Chọn (A). 
BL Nghiệm của phương trình sin2x + sin°92x + sin?3x = 9 là : 
T T 1 bì 
(A)—; (B) —; (C) —; (D) —. 
12 3 " 8 6 
c?>z4 Av 


Chọn (D). Thử trực tiếp. 
Bề. Số nghiệm của phương trình SP + 'Ì = 0 thuộc khoảng (n; 8m) là : 


(A)1; (B)3; (C)2: (D) 4. 
, Ta X.W X_.®& ® m 
Ta có : cos(— +—)=0 ©—+—=-+kn «@©x=-—+k2n 
2 4 8 4 8 2 
Chọn k e (1, 2, 3] 
Chọn (B) 
E3. Số nghiệm của phương trình _U „ 0 thuộc đoạn [2n 4m) là : 
cosx + 
(A)23; (B) 4; (C) 5; (D) 6. 
c?z4 Av 
in3x sin3x =0 x=kỄ 
Ta có: “=0 =© 3 
cosx + 1 cosx # —l 
x#+ k2n 


Chọn kị e |6, 7, 8, 10, 11, 12] 
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4> ”Tff tiỆP HÀ NẾP SIấT 


§1. HAI QUI TẮC ĐẾM CƠ BẢN 


[1M TẮT GIÁO KHOA 


1. Qui tắc cộng : 

Giả sử một công uiệc có thể được thực hiện theo phương án A hoặc 
phương án B. Có n cách thực hiện phương án A uà m cách thực hiện 
phương án B. Khi đó công uiệc có thể được thực hiện bởi n + m cách. 
Tổng quát : 

Giả sử một công tiệc có thể được thực hiện theo một trong h phương 
án Ap, As,..,A,. Có nị cách thực hiện phương án Ay, nạ cách thực hiện 
phương án Aa,... uà nụ cách thực hiện phương án Ay. Khi đó công uiệc 
có thể được thực hiện bởi nị + nạ +...+ nụ cách. 

2. Qui tắc nhân : 

Giả sử một công uiệc nào đó bao gồm hai công đoạn A uà B. Công 

đoạn A có thể làm theo n cách. Với mỗi cách thực hiện công đoạn A thì 


công đoạn B có thể làm theo m cách. Khi đó công uiệc có thể thực hiện 


theo nm cách. 
Tổng quát : 

Giả sử một công uiệc nào đó bao gồm k công đoạn A¡, A›,...A,. Công 
đoạn A; có thể thực hiện theo nạ cách, công đoạn A¿ có thể thực hiện 
theo nạ cách,..., công đoạn A¿ có thể thực hiện theo nụ cách. Khi đó 
công uiệc có thể thực hiện theo nạna...nụ, cách. 


D PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


{Giả sử bạn muốn mua một do sơ mỉ cỡ 39 hoặc 40. Áo cỡ 39 có 5 màu khác 
nhau, áo cỡ 40 có 4 màu khác nhau. Hỏi bạn có bao nhiêu sự lựa chọn (uê 
màu uà cỡ áo) ? 

Theo qui tắc cộng ta có ð + 4 = 9 cách chọn áo sơ mi _ 
Ê. Có bao nhiêu số tự nhiên có hai chữ số mà hai chữ số của nó đều chẳn ? 
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b) 


Chữ số hàng chục có thể chọn trong các chữ số có 2, 4, 6, 8; do đó có 4 
cách chọn. Chữ số hàng đơn vị có thể chọn trong các chữ số 0, 2, 4, 6, 8; do 
đó có 5 cách chọn. Vậy theo quy tắc nhân, ta có 4.5 = 20 số có hai chữ số mà 
hai chữ số của nó đều chẵn. 

Trong một trường THPT, khốt 1 1 có 280 học sinh nam uà 325 học sinh nữ. 


ø) Nhà trường cân chọn một học sinh ở khối 11 đi dự dạ hội của học sinh 
thành phố. Hỏi nhà trường có bao nhiêu cách chọn ? 

b) Nhà trường cần chọn hai học sinh trong đó có một nam oà một nữ đi dự 
trại hè của học sinh thành phố. Hỏi nhà trường có bao nhiêu cách chọn ? 


a) Theo qui tắc cộng, nhà trường có : 280 + 325 = 605 cách chọn 
b) Theo qui tắc nhân, nhà trường có : 280 . 325 = 91.000 cách chọn 
Từ các chữ số 1, 5, 6, 7 có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên ? 

ø) Có 4 chữ số (không nhất thiết khác nhau) ? 

b) Có 4 chữ số khác nhau ? 


r3 


a) Số có 4 chữ số thỏa yêu cầu có dạng abed 
a có 4 cách chọn, b có 4 cách chọn, e có 4 cách chọn và d có 4 cách chọn. 
Vậy theo qui tắc nhân ta có 4.4.4.4 = 256 cách chọn. 

b) Số thỏa yêu câu có dạng abcd 
a và có 4 cách chọn, b có 3 cách chọn, c có 2 cách chọn, d có 1 cách chọn. 
Vậy ta có 4.3.2.1 = 24 số cần tìm. 


E, BÀI TẬP LÀM THÊM 

Từ các chữ số 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên chẩn có 
8 chữ số ? ĐS : Có 4.7.6 = 168 số 
Có bao nhiêu số tự nhiên có hai chữ số mà cả hai chữ số đều là chẩn ? 

ĐS : Có 5.4 = 20 số 
Có bao nhiêu số tự nhiên có 6 chữ số uà chia hết cho 5 ? 

ĐS :Cð 2. 9.10! = 180.000 số 
Từ thành phố A đến thành phố B có 3 con đường, từ thành phố A đến thành 
phố C có 2 con đường, từ thành phố B đến thành phố D có 2 con đường, từ 
thành phố C đến thành phố D có 3 con đường. Không có con đường nào nối 
thành phố B uới thành phố C. Hỏi có tất cả bao nhiêu con đường đi từ thành 
phố A đến thành phố D. ĐS : 12 
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§2. HOÁN VỊ CHỈNH HỢP VÀ TỔ HỢP 
ftóM TẮT GIÁO KHOA 


1. Hoán vị : 
Cho tập hợp A có n (n > 1) phần tử. Khi sắp xếp phần tử này theo một 
thứ tự, ta được một hoán tị các phần tử của tập A tgọi tắt là một hoán 

Đ‡ của A) 

Định lí 1: 
Số cáe hoán uị của một tập hợp có n phần tử là : 
Pạ=n != nín - 1)(n - 2)...2.1 
2. Chỉnh hợp : 

a) Cho tập hợp A gồm n phần tử uà số nguyên È uới 1 < <n. Khi lấy 
ra b phần tử của A uà sắp xếp chúng theo một thứ tự, ta được một 
chỉnh hợp chập b của n phần tử của A (gọi tắt là một chỉnh hợp chập 
h của A). 

b) Định lí 9 : 

Số các chỉnh hợp chập Èk của một tập hợp có n phần tử (1 < k<n) là : 


A} = nín - 1)tn - 9)..(n - È + 1)= 


Quy ước :0!= 1 uà AR = 1 
3. Tổ hợp : 
a) Cho tập A có n phần tử uà số nguyên È tới 1 < è <n. Mỗi tập con của 
A có k phần từ được gọi là một tổ hợp chập k của n phần tử của A 
(gọi tắt là một tổ hợp chập k của A). 
b) Định lí 3: 
Số các tổ hợp chập b của một tập hợp có n phần tử (1 < È < n) là : 


„” 


kín - b)! 


4. Hai tính chất cơ bản của số Cổ : 
a) Tính chất 1 : 
Cho số nguyên dương n uè số nguyên k uới 0 < b < n. 
Khi đó C} = C?~* 
b) Tính chất 2 (hằng đẳng thức Pa-xcan) : 
Cho các số nguyên n uà È uới 1 < k <n. 


Khi đó : Ch_, =C} + C}~1 


n+1 
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5. 


[PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


Có bao nhiêu khả năng có thể xảy ra đối uới thứ tự giữa các đội trong một 
giải bóng đá có ð đội bóng ? (Giả sử rằng không có hai đội nào có điểm 
trùng nhau). 


2 


Có 5! = 120 khả năng 

Giả sử có 8 uận động uiên tham gia chạy thì. Nếu không kể trường hợp có 

hai uận động uiên uê đích cùng một lúc thì có bao nhiêu kết quả có thể xảy 

ra đối uới cúc u‡ trí thứ nhất, thứ nhì uà thứ ba ? 

Có A3 =8.7.6 = 336 kết quả 

Trong mặt phẳng cho một tập hợp P gồm n điểm. Hỏi : 

a) Có bao nhiêu đoạn thẳng mà hai đầu mút thuộc P ? 

b) Có bao nhiêu uectơ khác uectơ 0 mà điểm đâu cà điểm cuối thuộc P ? 

a) Giả sử P = |A¡; Az,....A„]. Với mỗi tập con [A;; A;| (¡ zj), ta tạo được đoạn 
thẳng A,A;. Ngược lại, mỗi đoạn thẳng với hai đầu mút là hai điểm A,, A; 
tương ứng với tập con |A;, A;]. Thứ tự hai đầu mút không quan trọng : 
Đoạn thẳng A;A, và đoạn thẳng A;A, chỉ là một đoạn thẳng. Vậy số đoạn 
thẳng mà hai đầu mút là hai điểm thuộc P chính bằng số tổ hợp chập 2 
của n phần tử, tức là bằng C -—— 


b) Với mỗi bộ hai điểm có sắp thứ tự (A;, A;) (¡ z j), ta tạo được một, vectơ 
A¡A; ứng với một bộ hai điểm có sắp thứ tự (A,, A;), A, là điểm gốc, A, là 
điểm ngọn. Thứ tự hai điểm ở đây là quan trọng vì AiAi và AjÁ¡ là hai 
vectơ khác nhau. Do đó số vectơ cần tìm bằng số chỉnh hợp chập 2 của n 
phần tử, tức là bằng A2 = n(n - 1). 


Trong một Ban chấp hành đoàn gồm 7 người, cần chọn 3 người uào ban 
thường uụ. 


a) Nếu không có sự phân biệt uễ chức uụ của 3 người trong ban thường uụ 
thì có bao nhiêu cách chọn ? 

b) Nếu cần chọn 3 người uào ban thường uụ uới các chức vụ : Bí thư, Phó Bí 
thư, Ủy 0iên thường uụ thì có bao nhiêu cách chọn ? 
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9. 


a) Số cách chọn 3 người mà không có sự phân biệt về chức vụ trong ban thường 
vụ bằng số tổ hợp chập 3 của 7 phần tử, tức bằng Cỷ = 35 cách chọn. 

b) Số cách chọn 3 người với các chức vụ : Bí thư, Phó bí thư, Uỷ viên thường vụ 
băng số chỉnh hợp chập 3 của 7 phản tử, tức bằng : A3 = 210 cách chọn. 
Một bài thì trắc nghiệm khách quan gồm 10 câu. Môi câu có 4 phương án 

trú lời. Hỏi bài thí đó có bao nhiều phương án trẻ lời ? 


Bài thi có 4'0 = 1048576 phương án trả lời. 


IŨ. Có bao nhiêu số tự nhiên có 6 chữ số uà chía hết cho 5 ? 


Một số có 6 chữ số và chia hết cho 5 có dạng abcdeg với a có 9 cách chọn, 
g có hai cách chọn và b, c, d, e mỗi chữ số có 10 cách chọn. Vậy theo qui tắc 
nhân ta có : 9.10!.2 = 180000 số. 
Xét mạng đường nối các tỉnh A, B, C, 
D,E, F, G, trong đó số uiết trên một 
cạnh cho biết số con đường nối hai 
tỉnh nằm ở hai đầu muút của cạnh. 
Hỏi có bao nhiêu cách đi từ tỉnh A 
đến tỉnh G ? 


Adh 


€ó 4 phương án đi qua các tỉnh A đến G là : 


aA-+>BSD>E-G, 
b)A>B>DoF¬G; 
e©)A>C>D->E-›G; 
dìA>C>D>F¬G. 


Theo quy tắc nhân, ta có : 
Phương án a) có 2.3.2.5 = 60 cách đi; 
Phương án b) có 2.3.2.2 = 24 cách đi; 
Phương án c) có 3.4.2.5 = 120 cách đi; 
Phương án d) có 3.4.2.2 = 48 cách đi. 


Theo quy tắc cộng, ta có cả thảy 60 + 24 + 120 + 48 = 252 cách đi từ A đến G. 


(BE. Xét sơ đô mạng điện ở hình dưới có 6 công tắc khác nhau, trong đó môi công 


tắc có 2 trạng thái đóng uà mở. Hỏi có bao nhiêu cách đóng - mở 6 công tắc 
để mạng điện thông mạch từ P đến Q ttức là có dòng điện từ P đến Q) ? 
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. 


—.. co sự Ủ 
—— 

d D 
Mỗi cách đóng - mở 6 công tắc của mạng điện được gọi là một trạng thái 
của mạng điện. Theo quy tắc nhân, mạng điện có 2Š = 64 trạng thái. Trước 
hết, ta tìm xem có bao nhiêu trạng thái không thông mạch (không có dòng 
điện đi qua). Mạch gồm hai nhánh A -› B và C -› D. Trạng thái không 
thông mạch xảy ra khi và chỉ khi cả hai nhánh A — B và C -› D đều không 
thông mạch. Dễ thấy nhánh A -> B có 8 trạng thái trong đó chỉ có duy nhất 
một trạng thái thông mạch, còn lại có 7 trạng thái không thông mạch. 
Tương tự ở nhánh € -› D có 7 trạng thái không thông mạch. Theo quy tắc 


nhân, ta có 7.7 = 49 trạng thái mà cả A -> B và C -› D đều không thông 
mạch. Vậy mạng điện có 64 - 49 = 15 trạng thái thông mạch từ P tới . 


T32 


Một cuộc thị có 15 người tham dự, giả thiết rằng không có hai người Hào có 

điểm bằng nhau. 

a) Nếu kết quả cuộc thì là uiệc chọn ra 4 người điểm cao nhất thì có bao 
nhiêu kết quả có thể ? 

b) Nếu kết quả cuộc thi là uiệc chọn ra các giải nhất, nhì, ba thì có bao nhiêu 
hết quả có thể ? 


r2 


a) Số cách chọn ra 4 người điểm cao nhất trong 1õ người tham dự là số tổ 
hợp chập 4 của 15 phần tử. Vậy kết quả cần tìm là C{. = 1365, 

b) Số cách chọn ra 3 giải nhất, nhì, ba là số chỉnh hợp chập 3 của 15 phần 
tử. Vậy kết quả cần tìm là A7. = 2730. 

Trong một dạ hội cuối năm ở một cơ quan, bạn tở chức phát ra 100 tẻ xổ số 

đánh số từ 1 đến 100 cho 100 người. Xổ số có bổn giải : 1 giải nhất, 1 giải 

nhì, 1 giải ba, 1 giải tư. Kết quả là uiệc công bố ai trúng giải nhất, giải nhì, 

giải ba, giải tư. Hỏi : 

a) Có bao nhiêu kết quả có thể ? 

b) Có bao nhiêu kết quả có thể, nếu biết rằng người giữ ué số 47 được giải 
nhất ? : 

e) Có bao nhiêu kết quả có thể, nếu biết rằng người giữ ué sổ 47 trúng một 
trong 4 giải ? 


3} 


a) Có A4 = 94109400 kết quả có thể. 
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b) Nếu giải nhất đã xác định thì 3 giải nhì, ba, tư sẽ rơi vào 99 người còn lại. 
Vậy có Aäs = 941094 kết quả có thể. 

©; Người giữ vé số 47 có 4 khả trúng một trong 4 giải. Sau khi xác định giải của 
gười này thì 3 giải còn lại sẽ rơi vào 99 người không giữ vé số 47. Vậy có 
Als khả năng. Theo quy tắc nhân, ta có 4.A3, = 3764376 kết quả có thể. 


(B. Mộ tổ có 8 em nam 0à 2 em nữ. Người ta cần chọn ra 5 em trong tổ tham dự 


cuộc thì học sinh thanh lịch của trường. Yêu cầu trong các em được chọn, 
phớt có íL nhất một em nữ. Hỏi có bao nhiêu cách chọn ? 

⁄2/ 

Số cách chọn 5 em trong 10 em là Cÿ,. Số cách chọn 5 em toàn nam là Cä. 
Do đó số cách chọn có ít nhất một nữ là C7, - Cễ = 196. 


B. ấFÓ/ nhóm học sinh có 7 em nam 0à 3 em nữ. Người ta cần chọn ra ð em 


trong nhóm tham gia đồng diễn thể dục. Trong 5 em được chọn, yêu cầu 
không có quá một em nữ. Hỏi có bao nhiêu cách chọn ? 


3”? 


(2/LÁ 
Số cách chọn ð em toàn nam là C3. Số cách chọn 4 nam và 1 nữ là C‡CÌ.. 
Vậy đáp số bài toán là : C? + CC) = 126. 


š củi số vú ` 
fB,BÀI TẬP LÀM THÊM 


a) Tìm tống tất cả các số có 3 chữ số 1, 3, 3 (không có chữ số nào trùng nhau) 
b) Tìm tổng tất cả các số có 4 chữ số khác nhau 1, 3, 5, 7. 
Hướng dân : a) Có 6 số là hoán u‡ của 1, 2, 3; S = 1332 
b) Tương tự. 


Từ các chữ số 0, 1, 3, 3, 4, 5 có thể lập được bao nhiêu số gồm 8 chữ số, trong 
đó chữ số 1 có mặt 3 lần, mỗi chữ số khác có mặt 3 lần, mỗi chữ số khác có 
mặt đúng 1 lần ? 

Hướng dân : Xét 8 chữ số 0, 1„ 1ụ 1,„ 2, 3, 4, 5 

Có 8! — 7! = 7.7! số có 8 chữ số nếu xem 1„ 1ạ, 1, là khác nhau đôi một. 

Nhưng 0ì 1„ = ly = 1, = I nên số các số trên giảm ở! = 6 lần. 

ĐS: _ = 5880 số. 


Với các chữ số 0, 1, 9, 3, 4, 5, 6 có thể lập được bao nhiêu số, mỗi số gồm 5 
chữ số khác nhau uà trong đó nhất thiết phải có mặt chữ số 5. 
Hướng dẫn : s Số có dạng abcde ta z0) 
® Với œ= 5 có A§ số 
« Vớia #0 có 4.5 Aÿ, cách chọn. 
Vậy có A$, + 20AŸ, = 1560 số 
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M.. Trong không gian cho 9 điểm trong đó không có 4 điểm nào đồng phẳng. 
Hỏi có thể lập được bao nhiêu tứ diện uới các đỉnh là các điểm đã cho. 
ĐS : Cá = 126 
5... Một tổ chức gồm 9 nam uà 3 nữ. Giáo uiên muốn chọn 4 học sinh để trực. Có 
bao nhiêu cách chọn nếu : 
A) Chọn học sinh nào cũng được ; — B) Chọn đúng một nữ ; 
C) Chọn ít nhất một nữ. 
ĐS : a) CỊ, = 495 ; b) C}.Cộ = 262 ; e) 368. 


§3. NHỊ THỨC NIU-TƠN 


[,1ÓM TẮT GIÁO KHOA 


1. Công thức nhị thức Niu-tơn : 
h 
(a + b)" = Ca" + C]a"~1b+..+C}a"~kbÈ +..+Cnb" = 3) Ca" “®bÉ 
x) 


2. Tam giác Pa-xcan : 
Muốn khai triển (a + b)" thành đa thức, ta cần biết n + 1 số 
Cộ, CẢ, C?,..., C† Ì, CƑ có mặt trong công thức nhị thức Niu-tơn. 
Các số này có thể tính được nhờ công thức ở §9. Ngoài ra còn có thể tìm 
được chúng bằng cách sử dụng bảng số sau đây : 


Tam giác Pa-xcan được lập theo quy luật sau : 

- Đỉnh được ghi số 1. Tiếp theo là hàng thứ nhất ghi hai số 1. 

¬ Nếu biết hàng thứ n (n > 1) thì hàng thứ n + 1 tiếp theo được thiết lập 
bằng cách cộng hai số liên tiếp của hàng thứ n rồi uiết kết quả xuống 
hàng dưới ở uị trí giữa hai số này. Sau đó uiết số 1 ở đầu tà cuối hàng. 
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[PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


E. Tun hệ số của x!91y®9 trong khai triển (2x - 3y)?90 


5 đạt 
Tạ có : - 3y)?09 ~ Š cặc t2 k(_ay)k 
Số hạng chứa x!°!y'® ứng với k = 99, đó là : Cÿ9, (2x)191 (~äy99 
ay hệ số của x101y99 99 o101a99 
Vậy hệ số của x là -Cônn 228) 
(B. Tú: hệ số của x5vŠ trong khai triển (x + v9 


Ta có : (x + y)!' = ch xI3-kwk 
Số hạng chứa x5yŸ ứng với k = 8 đó là C5, yề. 
Vậy hệ số của xŠyŸ là CỆ, = 1287 


(8. Tính hệ số của x” trong khai triển (1 + x)!! 
Hệ số x” trong khai triển (1 + x)!' là C7, = 330 
BŨ. Tín) hệ số của x9 trong khai triển (9 - x)?9 


⁄4¿ 
Ta có (2 - x)!! = ch ø19-k(.x)k 


Hệ số của x là “chan = - 94595072 (ứng với k = 9) 
BL. Khai triển (3x + 1)?2 cho tới xŸ 


" 


Ta có : (3x + 1)! = Ệ Màng = 1+ Cl,(3x) + C? (3x)? + Cổ (3x) + 


=1+ 30x + 405x? + 3240x) +... 
BB. Tìm hệ số của x” trong khai triển của (3 - 2x)! 


Ï 


+ 
Ta có (3 - 2x)!5 = 3 CR x15-k(-2x)k 


Hệ số của x” là Cj,.. 3Ÿ(~2)J” = - C7... 3Ÿ. 2” (ứng với k = 7) 


B3. Tính hệ số của x®5y!? trong khai triển của (xŸ + xy)!Ê 
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18 
Ta có : (x” + xy)!5 = 5 `CR (x3)15-k(xy)k 
K=o 


Số hạng chứa x?5y!° ứng với k = 10 đó là : 
Gi2@&2)P0ơ7!9 = Glax?5y10 
Vậy hệ số của x?5y!? là C19 = 3003 
15 


" 
8M. Biết rằng hệ số của x"? trong khai triển (z -4) bằng 31. Tìm n. 


2 
Hệ số của x"ˆ* là c(-) =31 = ——- 16.31 =n = 32 


[Ö,BÀI TẬP LÀM THÊM 


10 
(Tìm số hạng không chứa x của khai triển ( + s) 


xi 
ĐS : Cận = 4õ 

B.. Tìm số hạng không chứa căn thức trong khai triển (Ÿ⁄3 + 2) 
ĐS : CỆ = 10 


LÊ 
3. Trong khai triển _. +x lỗ tìm số hạng không chúa x biết : 


Cï +C?~*!+Œ?~? = 79 
ĐS :n = 12; C?, 
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§4. BIẾN CỐ VÀ XÁC SUẤT CỦA BIẾN CỐ 
fl|,1ÓM TẮT GIÁO KHOA 


x ==výi 


1. Biến cố : 


a) Phép thử ngẫu nhiên và không gian mẫu : 


b) Biến cố : 


2. Xác suất của biến cố : 


Phép thử ngẫu nhiên (gọi tắt là phép thử) là một thí nghiệm hay một 
hành động mà : 

—_ Kết quủ của nó không dự đoán trước được; 

~_ Có thể xác định được tập hợp tất cả các kết quả có thể xảy ra của 
phép thử đó. 

—_ Phép thử thường được kí hiệu bởi chữ T. 

— Tập hợp tất cả các kết quả có thể xảy ra của phép thử được gọi là 
không gian mẫu của phép thử tà được kí hiệu bởi Q (đọc là 
ðõ-mê-ga) 


Biến cổ A liên quan đến phép thử T là biển cố mà uiệc xảy ra hay 
không xảy ra của A tùy thuộc uào kết qud của T. 

Mỗi kết quả của phép thử T làm cho A xảy ra, được gọi là một kết 
quả thuận lợi cho A. 

Tập hợp các kết quả thuận lợi cho A được kí hiệu là QẠ. Khi đó người 
ta nói biến cố A được mô tả bởi tập QẠ. 


a) Định nghĩa cổ điển của xác suất : 


Định nghĩa : 

Giả sử phép thử T có không gian mẫu Q là một tập hữu hạn uè các 
kết quả của T là đồng khả nàng. Nếu A là một biến cố liên quan với 
phép thử T uà QẠ là tập hợp các kết quả thuận lợi cho A thì xác suất 
của A là một số, kí hiệu là P(A), được xác định bởi công thức : 


Như uậy, uiệc tính xác suất của biến cố A trong trường hợp này được 
qui uề uiệc đếm số kết quả có thể của phép thử T' uà số kết quả thuận 
lợi cho A. 
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Chú ý : 
Từ định nghĩa trên ta suy ra : 
e0<P(A) <1 
® P(Q) = 1, P(Ø) = 0 


b) Định nghĩa thống kê của xác suất : 
Số lần xuất hiện của biến cổ A được gọi là tần số của A trong + lần 
thực hiện phép thử T. 
Tỉ số giữa tắn số của A với số N được gọi là tần suất của A trong N 
lần thực hiện phép thừ T. 


[PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


B5, Chọn ngẫu nhiên số nguyên dương không lớn hơn 50. 
a) Mô tả không gian mẫu. 
b) Gọi A là biến cố “Số được chọn là số nguyên tố”. Hay liệt bê các kết 
quả thuận lợi cho A. 
e) Tính xác suất của A. 
d) Tính xác suất để số được chọn nhỏ hơn 4. 


vn 
a) Không gian mẫu © = |1,2,3....,50] 


b) Kết quả thuận lợi cho A là : 
©¿ = |2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47| 


ẽ 2A 
cỳ Xác suất,cũa A là P(A)= AI „ 15 _ 8 
loI 50 10 
¬ : lOgl_ 3 
d) Xác suất để số được chọn nhỏ hơn 4 là : P(B) = “ä = Số 


BB. Chọn ngâu nhiên một số nguyên dương nhỏ hơn 9. Tính xác suất để : 
a) Số được chọn là số nguyên tố ; b) Số được chọn chia hết cho 3. 


) 


Không gian mẫu © = |1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8| 
a) A là biến cố "số được chọn là số nguyên tố" 
Ta có : Q¿ = |2, 3, 5, 7| 
Xác suất để số được chọn là số nguyên tố : 
IGẠI 4 1 


P(A)=——=_—.=-=0.5 
IQI 8 5 
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U) Gọi B là biến cố "số được chọn chia hết cho 3” 
"Ƒa có : Op = l3, 6| 
= P(Bì - 1ĐBÏ - 2_ gas 
IOI 8 


B1. lanh sách lớp của Hường được đánh số từ 1 đến 30. Hưởng có số thứ tự là 
19. Chọn ngẫu nhiên một bạn trong lớp. 
a) Tính xác suất để Hường được chọn. 
b) Tính xde suất để Hường không được chọn. 
€) Tính xác suất để một bạn có số thứ tự nhỏ hơn số thứ tự của Hường được chọn. 


°- đưa 


a) Gọi A là biến cố "Hường được chọn” 


Tacó PLA)= xà: 
30 


b) Gọi B là biến cố "Hường không được chọn” 


Tacó P(B)= CC 
30 

e) Gọi C là biến cố : "Bạn có số thứ tự nhỏ hơn 12 được chọn". 
Tacó P(C)= c 
30 


BB. Gico hai con súc sắc cân đối. 
a) Mô tả không gian mẫu. 
b) Gọi A là biến cố "Tổng số chấm trên mặt xuất hiện của hai con súc sắc nhỏ 
hơn hoặc bằng 7". Liệt bê các kết qud thuận lợi cho A. Tính P(A). 
e) Căng hỏi như trên cho các biến cố B : "Có ít nhất một con súc sắc xuất hiện 
mặt 6 chấm” cà C : “Có đúng một con súc sắc xuất hiện mặt 6 chấm”. 


Âu 


a) Q= la; bị la,beN*,1<a<6,1<b<6l. 
Không gian mẫu có 36 phần tử. 


b) Øa = Í(6; 1), (B; 1), (5; 2), (4; 1), (4; 2), (4; 3), (3; 1), (3; 2), (3; 3), (3; 4); (2; 1), 


(2;:3),(2; 3), 2; 4), (3; ð), (1; 1), (1; 2), (1; 8), (1; 4), (1; ð), (1; 6)I. 


: 21 7 
Tập O¿ có 21 phần tử. Vậy P(A) = — =— 
P SA p ay 36 12 


©) Qạg = |(6; 1), (6; 2), (6; 3), (6; 4), (6; 5), (6; 6), (1; 6), (2; 6), (3; 6), (4; 6), (5; 6). 


Tập Qpg có 11 phần tử. Vậy P(B) = h 


Qc = |(6; 1), (6; 2), (6; 3), (6; 4), (6; 5), (1; 6), (2; 6), (3; 6), (4; 6), (5; 6)]. 


10 5 
T ó 10 phần tử. Do đó P(C) = — =—. 
ập Qc c phần o Đề “TẾ 
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B8, Chọn ngẫu nhiên 5 người có ten trong một danh sách 30 người được đánh số 
từ 1 đến 20. Tính xác suất để 5 người được chọn có số thứ tự không lớn hơn 
10 (tính chính xúc đến hàng phần nghìn). 

e« đ — 

Số kết quả có thể là Cặ,. Số kết quả thuận lợi là số cách chọn 5 số trong 

tập [1, 2,...10]. Do đó, số kết quả thuận lợi là C?,. Vậy xác suất cần tìm là 
Cỗ 

— x0,016. 

Cặp 

3Ũ. Chọn ngẫu nhiên 5 học sinh có tên trong một danh sách được đánh số thứ 
tự từ 001 đến 199. Tính xác suất để 5 học sinh này có số thứ tự : 
a) Từ 001 đến 099 ttính chính xúc đến hàng phần nghìn). 
b) Từ 150 đến 199 (tính chính xác đến hàng phần cạn). 
a) Số kết quả có thể là Cỗ.s. Số kết quả thuận lợi là Cặ,. 

5 


AM là: C 
Xác suất cần tìm là —3' ~ 0,029. 
Cũ 


b) Số kết quả thuận lợi là Cặ,.. 


Xác suất cần tìm là St > 0,0009. 
199 
3l. Một cái túi có 4 quả câu đỏ, 6 quả cầu xanh. Chọn ngẫu nhiên 4 quả cầu. 
Tính xác suất để trong bốn quả đỏ có cả quả màu đỏ tà màu xanh. 
Số kết quả có thể C{= 210. Số cách chọn toàn quả cầu đỏ là C‡= 1. Số 
cách chọn toàn quả cầu xanh là Cả = 15. Do đó số cách chọn trong đó có cả 


quả cầu xanh và quả cầu đỏ la 210 - 15 - 1 = 194. Vậy xác suất cẩn tìm là 
194 97 


210 105) 

38. Chiếc kim của bánh xe trong trò chơi "Chiếc nón bì diệu” có thể dùng lại ở 
một trong 7 uị trí uới hả năng như nhau. Tính xác suất để trong ba lần 
quay, chiếc kim của bánh xe đó lần lượt dừng lại ở ba tị trí khác nhau. 

c4 
Số kết quả có thể là 7! = 343. Số kết quả thuận lợi là A‡ = 210. Vậy xác suất 

210 30 


ân tìm là “—— =—. 
b)20Á2)-7T Sự”) 
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33. G¡oð ciông thời hai con súc sốc cân đối. Tính xác suất để số chấm xuất hiện 
trên hai con súc sắc hơn kém nhau 9. 


T7) 
Số kết quả có thể là 36. Có 8 kết quả thuận lợi là : (1; 3), (2; 4), (3; 5), (4; 6) 

và các hoán vị của nó. 

2 


Vậy xác suất cần tìm là TC nh 


[Ö,BÀI TẬP LÀM THÊM 
L. Một hộp đựng 10 uiên bi trong đó có 6 uiên bí màu xanh 0à 4 uiên bí màu 
đó. Lấy ngẫu nhiên từ hộp ra 3 uiên bí. Tính xác suất để trong 3 uiên bị lấy 
rũ có - 
a) Cả 8 uiên đều là bì màu xanh. 
b) Ít nhất 1 oiên bỉ là màu xanh. 


G G 
ĐS :a) “5 <2, MỸa se s6 dc 
Cặ, 6 C 30 30 


B. Trong một hộp có 12 bóng đèn giống nhau, trong đó có 4 bóng hỏng. Lấy 
ngẫu nhiên ra 3 bóng. Tính xúc suất để : 
a) Được 3 bóng tối. 
b) Được 3 bóng hỏng. 
©) Được đúng 1 bóng tối. 


Gề lời G1:C? 
ĐS :a) —; b) Sˆ: c * 
Ca Cị; C¡, 
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§5. CÁC QUI TẮC TÍNH XÁC SUẤT 


f\ TÓM TẮT GIÁO KHOA 


1. Qui tắc cộng xác suất : 
a) Biến cố hợp : 
Cho hai biến cố A uà B. Biến cố “A hoặc B xảy ra”, kí hiệu là A+. B, 
được gọi là hợp của hai biến cố A uà B. 
Nếu Qạ uà Qp lần lượt là tập hợp các kết quả thuận lợi cho A uà B thì 
tập hợp các kết quả thuận lợi cho A ©2 B là QẠ ©2 Qg. 
Tổng quái : 
Cho È biến cố Aạ, Aạ, .... Ag. Biến cố "Có ít nhất một trong các b.ến cố 
An, 4a, .. A, xảy ra”, kí hiệu là A, CA; C2... CÓ A,, được gọi là hợp của k 
biến cố đó. 
b) Biến cố xung khắc : 
Cho hai biến cố A uà B. Hai biến cố A uà B được gọi là xung bhée nếu 
biến cố này xảy ra thì biến cố kỉa không xảy ra. 
Hai biến cố A uà B được gọi là xung khắc nếu uà chỉ nếu Q4 c ©; = Ø. 
e) Quy tắc cộng xác suất : 
Nếu hai biến cố A uà B xung khốc, thì xác suất để A hoạc B vảy 14 là : 


P(A ©B) = P(A) + P(B) (1) 


Tổng quát : 
Cho b biến cố A¿, As,...,A, đôi một xung khắc. Khi đó : 


P(Ai OAs;Ô.., Áp) = P(A¡) + P(A¿) +... + P(A,), (2) 


d) Biến cố đối : 

Cho A là một biến cố. Khi đó biến cố "Không xảy ra A”, kí hiệc là Ä, 
được gọi là biến cố đối của A. 

Nếu QẠ là tập hợp các kết quả thuận lợi cho A thì tập hợp vác kết 
quả thuận lợi cho A là Q \ Qạ. Ta nói A uà A là hai biến cố đối nhau. 
Định lí: 

Cho biến cố A. Xác suất của biến cổ đối A là : 


P(A) = 1- P(A) (3) 


⁄ 
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l= + 
2. Quy tắc xác suất : 
a) Biến cố giao : 

Cho hai biến cổ A tả B. Biển cố “Cả A uà B cùng xảy ra”, kí hiệu là 
AB, được gọi là giao của hai biến cố A uà B. 

Nếu QA à Qp lần lượt là tập hợp các kết quả thuận lợi cho A uà B thì 
tập hợp các kết quả thuận lợi cho AB là Qà ¬ ạ, 

Tổng quát : 

Cho k biến cổ A, As.... A,. Biến cố "Tất cả k biến cố Á„, Az,..., Â, 

đều xảy ra”, kí hiệu là A,As,,...., A, được gọi là giao của b biến cố đó. 
h) Biến cố độc lập : 

Hai biến cố A và B được gọi là độc lập uới nhau nếu uiệc xdy ra hay 
không xảy ra của biến cổ này không làm ảnh hưởng tới xác suất xảy ra 
của biến cổ kia. 

Tổng quát : 

Cho k biến cố A;, A;,.... A,; k biến cố này được gọi là độc lập tới 
nhau nếu uiệc xảy ra của mỗi biến cố không làm ảnh hưởng tới xác 
suất xảy ra của các biến cố còn lại. 


e) Quy tắc nhân xác suất : 


Nếu hai biến cố A uà B độc lập tới nhau thì : 


P(AB) = P(A)P(B) (4) 
Tổng quát : 


Nếu k biến cố Aạ, A;,. 


..„ 4, độc lập uới nhau thì : 


P(A¿As......A,) = P(AJ)P(A;) .... P(A,) (6) 


[PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


3M. Gieo ba đông xu cân đối một cách độc lập. Tính xác suất để : 
a) Cả ba đông xu đều sấp ; b) Có ít nhất một đông xu sấp; 
©) Có đúng một đồng xu sấp. 


„ “¿4 


a) Gọi A, là biến cố "Đông xu thứ ¡ sấp" (¡ = 1,8, 8), ta có PA =2. Các biến cố Á,, Áo, 


Aa độc lập. Theo quy tắc nhân xác suất, ta có : P(A, A2A;) = P(A¡)P(A;)P(A¿) = 5 
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b) Gọi H là biến cố "Có ít nhất một đông xu sấp". Biến cố đối của biến cô H 


là H: "Cả ba đồng xu đều ngửa". Tương tự như câu a) ta có P(H) = Ñ Vậy : 


e) Gọi K là biến cố "Có đúng một đồng xu sấp". Ta có : 
K= AiA2A3 OAIA¿Aa UAIA2Aa 
Theo quy tắc cộng xác suất, ta có : 
P(Ñ) = P(Ai A2ÄÃ3)+ P(AiA¿Ä3 )+ P(Ai A2As) 


Theo quy tắc nhân xác suất, ta tìm được : 
P(A¡ ÄzÃ3)= P(A,)P(Äz)P(Ã3) = _ 


Tương tự P(Ä1A¿ Ã) = P(Â¡ Ã2Aa) = § Từ đó P(K) = 5 


3®. Xác suốt bắn trúng hồng tâm của một người bắn cung là 0,2. Tính xác suất 
để trong ba lần bắn độc lập : 

a) Người đó bắn trúng hông tâm đúng một lần; 

b) Người đó bắn trúng hông tâm ít nhất một lần. 

a)_ Gọi A, là biến cố "Người bắn cung bắn trúng hồng tâm ở lần thứ ¡" (¡ = 1, 2, 3), 
ta có P(A,) = 0,2. Gọi K là biến cố "Trong ba lần bắn có duy nhất một lần 
người đó bắn trúng hồng tâm", ta có : K= Ai A2 A3 UA1A¿ Ã3 LAI 2A. 
Theo qui tắc cộng xác suất, ta có : 


P() = P(Ai A23 )+ P(AIA¿ A3) + P(Ai A2A¿) 


Theo qui tắc nhân xác suất ta có : 
P(Ai Ä2Ã3)= P(A¡)P(A2)P(A3) = 0,2.0,8.0,8 = 0,128. 


Tương tự P(AIA¿ A3) = P(Ai A2A3) = 0,128. 
Vậy P(K) = 3.0,128 = 0,384. 

b) Gọi H là biến cố "Trong ba lần bắn, người đó bắn trúng hồng tâm ít nhất 
một lần". Biến cố đối của biến cố H là H "Cả ba lần bắn, người đó đều 
bắn không trúng hồng tâm". Ta có : H = AiA2Aa. 

Theo quy tắc nhân xác suất, ta có : 
P(Ai 2A2) = 0,8. 0,8. 0,8 = 0,512 
Vậy p(H) = 1 - P(H) = 1 - 0,512 = 0,488. 
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Gieo hai đồng xu A tà B một cách độc lập. Đông xu A chế tạo cân đối. Đông 
xu B chế tạo không cân đối nên xúc suất xuất hiện mặt sắp gấp ba lần xúc 
suớt xuất hiện mặt ngừa. Tính xác suất để : 

u) Khi gieo hai đồng xu một lần thì cả hai đồng xu đêu ngửa; 

b) Khi gieo hai đồng xu hai lần thì cá hai đồng xu đêu ngừa. 


T32 


'¿4¿ 

Gọi A; là biến cố "Đồng xu A sấp”, A; là biến cố "Đồng xu A ngửa", Bị là biến 
cố "Đồng xu B sấp", B; là biến cố "Đồng xu B ngửa". 

Theo bài ra ta có : P(A¡) = P(A;) = 0,5; P(B¡) = 0,75; P(B;ạ) = 0,25 

a) A¿B; là biến cố "Cả hai đồng xu A và B đều ngửa". Theo qui tắc nhân xác 


suất, ta có : 
1 


PAA;B,) = 0/5. 0,25 = 0,15 = 2 
b) Gọi H; là biến có "Khi gieo hai đồng xu lần đầu thì cả hai đồng xu đều 
ngửa", H; là biến cố "Khi gieo hai đồng xu lần thứ hai thì cả hai đồng xu 
đều ngửa". Khi đó H;H; là biến cố "Khi gieo hai đồng xu hai lần thì hai 
lần cá hai đồng xu đều ngửa". 
Từ câu a) ta có P(H)) = P(H;) = S 


Áp dụng quy tắc nhân xác suất, ta có : P(H,H;) = P(H,)P(H;) = Xã = ã 
Trong một bài thị trắc nghiệm khách quan có 10 câu. Mỗi câu có 5 phương 
án trỏ lời, trong đó chỉ có một phương án đúng. Một học sinh không học bài 
nên làm bài bằng cách uới mỗi câu đều chọn ngẫu nhiên một phương án trả 
lời. Tính xác suất để học sinh đó trả lời không đúng cả 10 câu (tính chính 
xác đến hàng phần uạn). 


Gọi A; là biến cố "Học sinh đó trả lời không đúng câu thứ ¡” với ¡ = 1 
Khi đó A¡A¿....A¡o là biến cố "Học sinh đó trả lời không đúng cả 10 câu". Từ 
giả thiết ta có P(A,) = 0,8. 
Áp dụng qui tắc nhân xác suất, ta có : 

P(AiA¿.... co) = P(A¡)P(A¿).... P(A¡g) = (0,8))9 x 0,1074. 


38. Có hơi hòm đựng thẻ, mỗi hòm đựng 12 thẻ đánh số từ 1 đến 12. Từ mỗi 


hòm rút ngẫu nhiên một thẻ. Tính xác suất để trong hai thẻ rút ra có ít nhất 
một thẻ đánh số 12. 

'42/ 

Gọi A là biến cố "Thẻ rút từ hòm thứ nhất không đánh số 12", B là biến cố 


"Thẻ rút từ hòm thứ hai không đánh số 12”. Ta có P(A) = P(B) = m 
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Gọi H là biến cố "Trong hai thẻ rút từ hai hòm có ít nhất một thẻ đánh số 
12". Khi đó biến cố đối của biến cố H là H: "Cả hai thẻ rút từ hai hòm đều 
không đánh số 12". Vậy H = AB. Theo qui tắc nhân xác suất, ta có : 

121 


PŒ") = P(AB) = P(A)P(B) = “— 
144 


Vậy P(H) = 1 - PẾĐ =1- TT. 
144 144 

338. Cho P(A) = 0,3; P(B) = 0,4 uà P(AB) = 0,3. Hỏi hai biến cố A tà B có : 
a) Xung khốc hay không ? b) Độc lập tới nhau hay không ? 
a) Vì P(AB) = 0,2 z 0 nên hai biến cố A và B không xung khắc. 
b) Ta có P(A)P(Đ) = 0,12. Vì P(AB) = 0,2 z 0,12 = P(A)P(B) nên hai biến cố A 

và B không độc lập với nhau. 

4Q. Trong một trò chơi điện từ, xác suất để An thắng một trận là 0,4. Hỏi An 
phải chơi tối thiểu bao nhiêu trận để trong loạt chơi đó xác suất thắng ít 
nhất một trận lớn hơn 0,95 ? 
Gọi n là số trận mà An chơi. A là biến cố "An thắng ít nhất một trận trong 
loạt chơi n trận". Biến cố A là A: "An thua cả n trận". Ta có P(A) = (0,61" 
Vậy P(A) = 1 - (0,6)°. Ta cần tìm số nguyên dương n nhỏ nhất thỏa mãn 
P(A) > 0,95 tức là 0,5 > (0,6)°. 
Ta có (0,6)Š x 0,078; (0,6) ~ 0,047. Vậy n nhỏ nhất là 6. Thành thử An phải 
chơi tối thiểu 6 trận. 

MÍ. Gieo hơi con súc sắc cân đối một cách độc lập. Tính xác suất để tổng số 
chấm trên mặt xuất hiện của hai con súc sắc bằng 8. 


Gọi B là biến cố "Tổng số chấm trên mặt xuất hiện của hai con súc sắc là 8". 
Tập hợp mô tả biến cố B gồm 5 phần tử : 


Qạg = l(2; 6), (6; 2), (3; 5), (ð; 3), (4; 4)| 
và không gian mẫu © có 36 phần tử 


Khi đó P(B) = -Š.. 
36 


W8, Gieo ba con súc sắc cân đối một cách độc lập. Tính xác suất để tổng số chấm 
trên mặt xuất hiện của ba con súc sắc bằng 9. 


2 


Giá sử T là phép thử "Gieo ba con súc sắc". 
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Kết quả của T là bộ ba số (x, y, Z), trong đó x, y, z tương ứng là kết quả của 
việc gieo con súc sắc thứ nhất, thứ hai, thứ ba. Không gian mẫu T có 6.6.6 = 
216 phần tử. Gọi A là biến cố "Tổng số chấm trên mặt xuất hiện của ba con 
súc sắc là 9". Ta có tập hợp các kết quả thuận lợi cho A là : 
O¿ =Í(x,y,Z) Ìx+y+Z=9,1<x<6, 1<y<6,1<z<6 
và X,y,Z e N*| 
Nhận xét: 9 =1+2+6=1+3+5=2+3+4=l+4+4 
=2+2+5=3+3+3 


Tập |1, 2, 6] cho ta 6 phần tử của Q¿ là (1, 2, 6), (1, 6, 2), (6, 1, 2), (6, 2, 1), 
(2,1, 6), (2, 6, 1). 
Tương tự các tập |1, 3, 5l, |2, 3, 4l, mỗi tập cho ta 6 phần tử của ©ạ; các tập 
(1, 4, 4], l2, 2, 5], mỗi tập cho ta 3 phần tử của @„; tập l3, 3, 3| cho ta duy 
nhất một phần tử của Oạ. 
Vậy lOẠl=6+6+6+3+3+1=25 

25 


Suy ra P(A) =—— 
5 216 


P BÀI TẬP LÀM THÊM 

Cho hai hộp bị. Hộp thứ nhất có 7 bí xanh và 3 b¡ đỏ. Hộp thứ hơi có 6 bị 
xanh uà 4 bi đỏ. Từ mỗi hộp lấy ra 1 ciên bì. Tính xác suất để : 
1) Được 1 bi xanh uà 1 bị đỏ. 
3) Được 2 bỉ đỏ. 
3) Được ít nhất 1 bỉ đỏ. 

ĐS:A,: Biến cố lấy ở hộp thứ nhất là đỏ. 

A; : biến cố lấy ở hộp thứ hai là đỏ. 
1) A= AIÁ¿ + A14; là biến cố lấy 1 xanh uà 1 đỏ 
j 8 7 á 46 


P(A)=——.——+—.—=— 
10110 1010 100 
3 4# 17 
8) P(B) = P(A¿A,) =-—.— =—^— 
hnn (4/42) = 12“Tø F T0o 
58 
8) P(A) + P(B) = ——. 
) P(A) + P( Tög 
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§6. BIẾN NGẪU NHIÊN RỜI RẠC 


fì TÓM TẮT GIÁO KHOA 


1. Khái niệm biến ngẫu nhiên rời rạc : 
Đại lượng X được gọi là một biến ngẫu nhiên rời rạc nếu nó nhận giá 
trị bằng số thuộc một tập hữu hạn nào đó và giá trị ấy dà ngẫu nhiên, 


không dự đoán trước được. 


2. Phân bố xác suất của biến ngẫu nhiên rời rạc : 


Giả sử X = lxị, xạ, ...., xại 


Gọi P¡ = P(X = x¡) uới ¡ = 1, 2,..., n 


Tu lập bảng squ : 


Bảng 1 
Bảng 1 được gọi là bảng phân bố xúc suất của biến ngẫu nhiên rời 
rạc X. 
Chú ý : pị + pạ +...+ Dạ = 1 
3. Kì vọng : 
Định nghĩa : 


Giả sử Ä = lxị, x¿,...., xạ! 


E(X) = xIP¡ + ¿Dạ +...+ XaDạ = Ÿrụp, được gọi là bì uọng của Ä; 


= 


ở đó p, = P(X = x,), (L = 1, ,..., n) 


Ý nghĩa : E(X) là một số cho ta một ý niệm uê độ lớn trung bình củia 
X. Vì thế kì uọng E(X) còn được gọi là giá trị trung bình của X. 


Nhận xét : Kì uọng của X không nhất thiết thuộc tập các giá trị 
của X. 
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4. Phương sai và độ lệch chuẩn : 


a) Phương sai : 
Định nghĩa : 
Cho biến ngẫu nhiên rời rạc Ä = lạ, xạ, ...., x„Í 


dị 
V(X) = (x; - tU°Ð; +...+ (x„ — tUỶp„ = ty -4U)? p¡ được gọi là 
1i 


phương sai của X; ở đó p, = P(X = x,\(L= 1, 2,...,n) uà  = E(X) 

Ý nghĩa : Phương sai là một số không âm. Nó cho ta một ý niệm 0ê 
mức độ phản tán các giá trị của X xung quanh giá trị trung bình. 
Phương sai càng lớn thì độ phản tán này càng lớn. 

b) Độ lệch chuẩn : 

Định nghĩa : 

Căn bậc hai của phương sai, hí hiệu là ø(X), được gọi là độ lệch 
chuẩn của X. Ta có : ø(X) = JVLX). 


[PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


W3. Một cuộc điều tra được tiến hành như sau : Chọn ngẫu nhiên một bạn học 
sinh trên đường 0à hỏi xem gia đình bạn đó có bao nhiêu người. Gọi X là số 
người trong gia đình bạn học sinh đó. Hỏi X có phải là biến ngẫu nhiên rời 
rạc không ? Vì sao ? 


⁄4/ 
X là một biến ngẫu nhiên rời rạc vì : 
~ Giá trị của X là một số thuộc tập hợp |1, 2,...,100] (vì số người trong mỗi 
gia đình ở Việt Nam chắc chắc không thể vượt quá 100). 
- Giá trị của X là ngẫu nhiên (vì giá trị đó phụ thuộc vào bạn học sinh mà 
ta chọn một cách ngẫu nhiên). 
S. Chọn ngẫu nhiên một gia đình trong số các gia đình có ba con. Gọi X là số 
con trai trong gia đình dó. Hãy lập bảng phân bố xác suất của X (giả thiết 
rằng xúc suất sinh con trai là 0,ð). 


X là một biến ngẫu nhiên rời rạc. Tập hợp các giá trị của X là (0, 1, 2, 3J. Để 
lập bảng phân bố xác suất của X, ta phải tính các xác suất P(X = 0), P(X = 1), 
P(%X = 3) và P(X = 3). 

Không gian mẫu gồm 8 phần tử sau : 
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(TTT, TTG, TGT, TGG, GTT, GTG, GGT, GGGI, 
trong đó chẳng hạn GTG chỉ giới tính của ba người con lần lượt là Gái, T-ai. Gái. 
Như vậy không gian mẫu gồm 8 kết quả có đồng khả năng. 
Gọi A, là biến cố "Gia đình đó có k con trai” (k = 0, 1, 2, 3) 
PŒ = 0) = P(A,) = D (vì chỉ có một kết quả thuận lợi cho A, là 3GG'); 


PŒ = 1) = P(A¡) = sứ có 3 kết quả thuận lợi cho A; là TGG GTG 


và GGŒT); 
P(X = 3) = P(A;) = : (vì có 3 kết quả thuận lợi cho A„ là GTT,TGT 


và TTG); 
P(X = 8) = P(Aạ) = § (vì có 1 kết quả thuận lợi cho A; là TTT) 


Vậy bảng phân bố xác suất của X là : 


W5. Số ca cấp cứu ở một bệnh uiện uào tối thứ bảy là một biến ngẫu nhiên rời 
rạc X có bảng phân bố xúc suất như squ : 


Biết rằng, nếu có hơn 2 ca cấp cứu thì phải tăng cường thêm bác si trực. 
g) Tính xác suất để phải tăng cường thêm bác sĩ trực uào tối thứ by. 
b) Tính xác suất để có ít nhất một ca cấp cứu uào tốt thứ bảy. 
a) Gọi A là biến cố "Phải tăng bác sĩ trực". Từ điều kiện của bài ra, tì có : 
P(A) = P(ŒX > 2) = P(X = 3) + P(X = 4) + P(X = 5) 
= 0,2 + 0,1 +0,05 = 0,35 
b) P(X > 0) = 1 - P(X = 0) = 1 - 0,15 = 0,85. 
%6. Số cuộc điện thoại gọi đến một tổng đài trong khoảng thời gian 1 thút 
uào buổi trưa (từ 12 giờ đến 13 giờ) là một biến ngẫu nhiên rời rạcX có 
bảng phân bố xác suất sau : 
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Tình xác suất để trong khoảng thời gian từ 13 giờ 30 phút đến 12 giờ 31 
phúát có nhiều hơn 2 cuộc gọi. 


°;z4/ — 
Tacó P(X >2) = P(X = 3) + P(X = 4) + P(X = 5) 
= 0,15 +0,1+0,1=0,35 
MJ. Tính ky oọng, phương sai tà độ lệch chuẩn của biến ngẫu nhiên rời rạc X 
trong bài tập 44 (tính chính xác đến hàng phần trăm). 


Ta có X = |0, 1, 2, 3] 
Bảng phân bố xác suất của X là : 


Kỳ vọng của X là : 


1 3 3 1 
BŒ) = XỊP + XạP; + XaPạ + X4Pạ =0.—+1.—+2.— +3.—=1,5 
1P\ † X2P¿ † XạPạ † X4P¿ 8 8 8 8 


Phương sai của X là : 
VŒ) = (xị - 1,5)2p¡ + (xạ - 1,5)2p; + (xạ - 1,5)2pạ + (xạ - 1,B)?p„ = 0,75 
Độ lệch chuẩn của X là : ơ(X) = JV(X) x 0,87 


W8. Tính kỳ oọng, phương sai và độ lệch chuẩn của biến ngẫu nhiên rời rạc X 
trong bài tập 45 (tính chính xác đến hàng phần trăm) 


Ta có X = |0, 1, 2, 3, 4, ð| 
Bảng phân bố xác suất của X là : 


Kỳ vọng của X là : 


E(ŒX) = 0.0,15 + 1.0,2 + 2.0,3 + 3.0,2 + 4.0,1 + õ. 0,05 = 2,05 
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Phương sai : 
VỀ) = (0 - 2,05)?. 0,15 + (1 - 2,05)?. 0,2 + (2 - 2,05)?. 0,3 
+ (3 - 2,05)?.0,2 + (4 - 2,05)?.0,1 + (5 - 2,05)?. 0,05 ~ 1,85 
Độ lệch chuẩn của X là : ø(X) = /V(X) > 1,36 
M8, 7ính kỳ oọng, phương sai 0à độ lệch chuẩn của biển ngẫu nhiên rời rạc X 
trong bài tập 46 (tính chính xác đến hàng phần trăm). 


Ta có X = 0, 1, 2, 3, 4, ð| 
Bảng phân bố xác suất của X là : 


Kỳ vọng của X là : 
E(Ä) = 0.0,3 + 1.0,2 + 2.0,15 + 3.0,15 + 4.0,1 + 5.0,1 = 1,85 
Phương sai : 
V() = (0 - 1,85)”. 0,3 + (1 - 1,85)?. 0,2 + (2 - 1,85)”.0,15 
+ (3 - 1,85). 0,15 + (4 - 1,85)®.0,1 + (B - 1,85)”.0,1 x 2,83 
Độ lệch chuẩn của X là : ø =VŒX) ~ 1,68 


BŨ. Chọn ngẫu nhiên 3 đứa trẻ từ một nhóm trẻ gồm 6 trai uà 4 gái. Gọi X là số 


bé gái trong số 3 đứa trẻ được chọn. Lập bảng phân bố xác suất của X. 


2 


Ta có X = |0, 1, 2, 3] 


: Ccậ 
Xác suất để không có bé gái nào là : P(X = 0) = cỗ =2 
10 
=. cIC? 
Xác suất để có 1 bé gái là: PŒX =1) =4 8 = À 
cặp 2 
h C?C! 
Xác suất để có 2 bé gái là: PŒX=2)= “4-8 - .Š. 
c‡ 10 


10 


s c3 
Xác suất để có 3 bé gái là: P(X =8) = ~4 =„L 


cặc 30 


Vậy bảng phân bố xác suất của X là : 
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BI. Số đơn đạt hàng đến trong một ngày ở một công ty cận tải là một biến ngàằu 


nhiên rời rạc X có bảng phản bổ xác suất như sau : 


ơ) Tính xác suất để số đơn đặt hàng thuộc đoạn [1; 4). 
Đ) Tính xác suất để có ít nhất 4 đơn đạt hàng đến công ty đó trong một ngày. 
e) Tính sổ đơn đặt hàng trung bình đến công ty đó trong một ngày. 


©° đ¿ 
a) Xác suất để số đơn đặt hàng thuộc đoạn [1; 4] là : 


PA <X<4) =P(X= 1)+P(X= 2) + P(X = 3) + P(X = 4) 
=0,2+04+01+01=08 


b) Ta có : P(X > 4) = P(X = 4) + P(X = 5) = 0,1 +0,1= 0.2 


e) Số đơn đặt hàng trung bình đến công ty trong 1 ngày là kỳ vọng của X. 
E(X) = 0.0,1 + 1.0,2 + 2.0,4 + 3.0,1 + 4.0,1 + 5.0,1 = 2,2 


BÊ, Cho biến ngàu nhiên rời rạc X có bảng phân bổ xúc suất như sau : 


a) Tính P(2 < X< 7); 
b) Tính PA > 5). 


a) Ta có : P(2 < X< 7) = P(X = 3) + P(X = 4) + P(X = 5) + P(X = 6) 
= 0,14 + 0,18 + 0,25 + 0,15 = 0,72 


b)P(X>5)  = P(X= 6) + P(X = 7) + P(X = 8) + P(X = 9) 
= 0,15 + 0,07 + 0,04 + 0,01 = 0,27 


B3. Co biến ngấu nhiên rời rạc X có bảng phân bố xác suất như sau : 


Tính E(ŒX), VN) uà ø(X) (tính chính xúc đến hàng phân nghìn). 
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'2¿ 
Ta có : E(X) = + + xaễ + 2 + giễ. = 1,875 
28 56 56 14 


1 lỗ 


VỆ) = (0- 1,875)”. — +(1- 1,875)”. — + (2 - 1,875)°. s” 
28 56 


56 
+(8~ 1,878)2.-Š. ~ 0,609 
14 


ơ(X) = JV(X) x 0,781 
5M. Cho biến ngẫu nhiên rời rạc X có bảng phân bố vác suất như sau : 


Tính E(X), V(X) ouò o(X) (tính chính xác đến hàng phân nghìn) 


„° — 


Ta có: EQO= 15.- +18. 2 +21.15+24.-L_18/375 
14 56 56 28 
z8 „37 
VỢU=_ (15 - 18,378)2.-Ẻ + (18 - 18,375/2. 2 
14 56 


+ (21 - 18,375)°. 1 18,375)?. c 5,484 
56 28 


ơ(X)= yV(X) x 2,342 
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BÀI TẬP ÔN CHƯNG II 


55. 1 ‹úc chữ số0, 1, 9, 3, 4, 5, 6 có thể lập được bao nhiêu số chẳn có ba chữ số 
thhông phái nhất thiết khác nhau) ? 


Để lập một số chẵn có ba chữ số abc từ các chữ số cho ta có thể chọn chữ số a 
trong tập l1, 2, 3, 4, 5, 6|, chữ số b trong tập |0, 1, 2, 3, 4, 5, 6] và chữ số c 
trong tập l0, 2, 4, 6|. Như vậy chữ số a có 6 cách chọn, chữ số b có 7 cách 
chọn và chữ số e có 4 cách chọn. Theo qui tắc nhân, ta có 6.7.4 = 168 cách 
lập một số thỏa mãn đề bài. 

S8. 7 các chữ số 1, 2, 3, 4, 5 có thể lập nên bao nhiêu số chẩn có ba chữ số 
khác nhau ? 
Để lập số chẳn có ba chữ số abe, đầu tiên ta lấy chữ số c trong tập I2, 4l. Có 
hai cách chọn chữ số c. Sau đó ta chọn chữ số b trong tập [1, 2, 3, 4, | \ lel. 
Có 4 cách chọn chữ số b. Cuối cùng, ta chọn số a trong tập |1, 2, 3, 4, 5] \ le, bỊ. 
Có 3 cách chọn chữ số a. Vậy theo qui tắc nhân, ta có 2.4.3 = 24 số chắn thỏa 
mãn điều kiện đầu bài. 

ST. Xét sơ đô mạng điện có 9 công tắc, trong đó mỗi công tắc có hai trạng thái 
đóng tà mở. 
a) Hỏi mạng điện có thể có bao nhiêu cách đóng - mở 9 công tắc trên ? 
b) Hỏi mạng điện có bao nhiêu cách đóng - mở 9 công tắc trên để thông mạch 

từ A đến B (tức là có dòng điện đi từ A đến B) ? 


a) Mỗi công tắc có hai trạng thái đóng và mở. Mạng điện có 9 công tắc. Theo 
qui tắc nhân, mạng điện có 2' = 512 cách đóng - mở 9 công tắc trên. 


: M N P 
Khối M có 2 = 16 cách đóng - mở 4 công tắc trong đó chỉ có một cách không 
thông mạch. Do đó có 15 cách đóng - mở 4 công tắc để thông mạch của khối 


M. Tương tự có 3 cách đóng - mở 2 công tắc để thông mạch của khối N và 7 
cách đóng - mở 3 công tắc để thông mạch của khối P. Mạng điện thông 
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mạch từ A đến B khi và chỉ khi cả ba khối M, N và P đều thông mạch. Theo 
qui tắc nhân, mạng điện có cả thảy 15.3.7 = 315 cách đóng - mở 9 công tắc 
để thông mạch. 

B8. Trong không gian cho tập hợp gôm 9 điểm trong đó không có 4 điểm nào 
đồng phẳng. Hỏi có thể lập được bao nhiêu tứ điện tới đỉnh thuộc tập hợp 
đã cho ? 


Số tứ điện cần tìm là số tổ hợp chập 4 của 9 phần tử. 
Vậy có CÁ = 126 tứ diện. 
58, Mộ: cáu lạc bộ có 25 thành niên. 
a) Có bao nhiêu cách chọn 4 thành uiên uào Ủy ban Thường trực ? 
b) Có bao nhiêu cách chọn Chủ tịch, Phó Chủ tịch uà Thủ quy ? 
a) Số cách chọn 4 thành viên vào Ủy ban Thường trực là số tổ hợp chập 4 
của 25 phần tử. 
Vậy có C$,= 12650 cách chọn. 
b) Số cách chọn Chủ tịch, Phó Chủ tịch và Thủ quỹ là số chỉnh hợ› chập 3 
của 25 phần tử. 
Vậy có Aÿ, = 13800 cách chọn Chủ tịch, Phó Chủ tịch và Thủ quỹ. 
BŨ. Tìm hệ số của xổy) trong hai triển của (3x + 9y)”, 


2. 


14 
Ta có (3x + 2y)!” = dê biên)" (ay)! 


Số hạng chứa xểy° trong khai triển của (3x + 2y)!” là Cƒ;(3x)8(2y 9 
(ứng với k = 9) 
Vậy hệ số của x8y9 là C?, 3829 
BÍ. Chọn ngẫu nhiên một số tự nhiên bé hơn 1000. Tính xác suất đểsõ đó : 
g) Chia hết cho 3 ; b) Chia hết cho 5õ. 
a) Các số chia hết cho 3 có dạng n = 3k, ta có 0 < 3k < 999 © 0 < k < 33:3. Vậy 
có 334 số tự nhiên chia hết cho 3 và bé hơn 1000. Do đó xác stất: để số 


chia hết cho 8 là: P=. ” z 0,884, 
1000 


b) Các số chia hết cho 5 có dạng n = 5k, ta có 0 < 5k < 1000 0 <k < 200. 


Vậy có 200 số tự nhiên chia hết cho 5 và bé hơn 1000. Do đó P = mm =0,9. 
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B8. Chọn ngấu nhiên 5 quân bài trong cô bài tủ lơ khơ gồm 52 quân bài. Tính 
xúc suất để trong 5 quân bài này có quận 3 rô, quân pích, quân 86 cơ, quận 


10 nhép tà quân K cơ. 


. 


©° đá 
Có Cj, cách chọn 5 quân bài. 


Vì trong các quân bài chỉ có duy nhất quân 2 rô, 3 quân pích, quân 6 cơ, 
quản 10 nhép và quân K cơ nên xác suất cần tìm là P = œ 
52 
B3. Chọn ngẫu nhiên 5 quân bài trong cô bài tá lơ khơ gồm 52 quân bài. Tỉnh 
xúc suất để trong 5 quân bài này có ít nhất một quân át ttính chính xác đến 
hàng phần nghìn). 


đá 


Số kết quả có thể là Cÿ,. Gọi A là biến cố "Trong năm quân bài có ít nhất 
một quân át”. Biến cố đối của A là A : "Trong năm quân bài không có quân 
át". Số kết quả thuận lợi cho A là C?, (đó là số cách chọn 5 quân bài trong 48 
quân bài không phải là quân át). 

5 
Vậy P(A) = 1 - P(A) =1- = > 0/341 

52 

8M. Có hai hòm, mỗi hòm chúa õ tấm thẻ đánh số từ 1 đến 5. Rút ngẫu nhiên từ 

môi hòm một tấm thẻ. Tính xác suất để tổng các số ghi trên hai tấm thẻ rút 
ra không nhỏ hơn 3. 
,Không gian mẫu © = lx; y} | 1<x«<õ5, 1< y<5, và x, y e N*], trong đó x và 
y theo thứ tự là số ghỉ trên thẻ rút ở hòm thứ nhất và hòm thứ hai. Ta có 
IQI = 5.5 = 2B. 
Gọi A là biến cố có "Tổng số ghi trên hai tấm thẻ được rút ra từ 3 trở lên" 
Khi đó A là biến cố "Tổng số ghi trên hai tấm thẻ được rút ra nhỏ hơn 3". 


Ta có Ôx = I(1; 1)Í nên lQT[ = 1 
= | 
Vậy P(A) = 1 - P(A) = 1- ——=1-—=0,96 
65, Có 3 hòm, mỗi hòm chứa 5 tấm thẻ đánh số từ 1 đến 5. Rút ngẫu nhiên từ 
mỗi hòm một tấm thẻ. Tính xác suất để : 


a) Tổng cúc số ghỉ trên ba tấm thẻ rút ra không nhỏ hơn 4; 
b) Tổng các số ghi trên ba tấm thẻ rút ra bằng 6. 
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Không gian mẫu ® = lx; y;z] l1<x<5ð, 1< y<5,1< z<5,vàx,y,zeN*|, 
trong đó x, y và z theo thứ tự là số ghi trên thẻ rút ở hòm thứ nhất, thứ hai 
và thứ ba. Ta có lQI = 5.5.5 = 125. 

a) Gọi A là biến cố đang xét. Khi đó A là biến cố "Tổng số ghi trên ba tấm 
thẻ được chọn nhiều nhất là 3". Khi đó @~ = l(1, 1, 1)! nên lQxl = 1 
Vậy P(A) = 1 - P(A) =1 --L_ = 0,992 

125 


b) Gọi B là biến cố đang xét. Khi đó : 
Ôp = Í(X, y, Z)X + Yy +Z= 6, 1<x<5, 1<y <5, 1<z <5 và x, y,z c N*| 
Tacó:6=1+2+3=1+1+4=2+2+2 
Tập (1, 2, 3] cho ta sáu phần tử của ©ạ, tập l1, 1, 4] cho ta ba phần tử của 
Oạ, tập (2, 2, 2| chỉ cho ta duy nhất một phần tử của ©p. 
Vậy lOpl =6+3+1=10 
Do đó : P(B) = 6. = 0,08 
125 


6B. Số /ôi đánh máy trên một trang sách là một biến ngẫu nhiên rời rạc X có 
bảng phân bố xác suất như sau : 


| P | 001 | 0609 | 03 | 03 | 02 


Tính xác suất để : 
g) Trên trang sách có nhiều nhất 4 lỗi; 
b) Trên trang sách có ít nhất 2 lôi. 


a) Xác suất để trên trang sách có nhiều nhất 4 lỗi là : 
PŒX < 4) = 1 - P(X = 5) = 1 -0,1=0,9 
b) Xác suất để trên trang sách có ít nhất 2 lỗi là : 
P(X > 2) =1- P(X =0) - P({X = 1) = 1 - 0,01 - 0,09 = 0,9 
B1. Có hai túi, túi thứ nhất chứa ba tấm thẻ đánh số 1, 9, 3 0à túi thử hai chứa 
bốn tấm thẻ đánh số 4, 5, 6, 8. Rút ngẫu nhiên từ mỗi túi một tấm thẻ rồi 
cộng hai số ghỉ trên hai tấm thẻ uới nhau. Gọi X là số thu được. 
g) Lập bảng phân bố xác suất của X ; b) Tính E(X'). 


b) 


a) Không gian mẫu @ = ((x; y) | x e |1, 2, 3l, y e l4, 5, 6, 8Jl 
Khi đó IQI =3. 4 = 12 
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Ta có X nhận các giá trị thuộc tập l5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 
Ta tính P(X = 5). Gọi A là biến cố "X = 5" (tức là biến cố "Tổng số ghi trên 
hai tấm thẻ bằng 5". Ta có : 


Qạ = |(1; 4)1. Vậy P(X = 5) = — 


Hoàn toàn tương tự, ta tỉnh được 


P\X =6) = cac. 
124 6 
(vì biến có ”X = 6” có hai kết quả thuận lợi là (1; 5) và (2; 4)). 
PUWSTìeỄ nẽ 
12 4 
(vì biến có "X = 7" có ba kết quả thuận lợi là (1; 6) và (2; 5) và (3; 4)); 
P(X=8)= K. 
12 6 
(vì biến có "X = 8” có hai kết quả thuận lợi là (3; 5) và (2; 6ì); 
Ef <ối ga HỖ 
12 6 
(vì biến có "X = 9" có hai kết quả thuận lợi là (3; 6) và (1; 8)); 
P(X = 10) = + 
12 
(vì biến có "X = 10” chỉ có một kết quả thuận lợi là (2; 8)); 
P(X = 11) = Kẻ 
12 


(vì biến có "X = 11" chỉ có một kết quả thuận lợi là (3; 8)) 


Ta suy ra bảng phân bố xác suất của X như sau : 


b) Ta có EQK) = B.T. + 60+ 7L¿2+0 2416) +1LỄ = j8 
Hi  TẾU ND Tổ 


BB, Một nhóm có 7 người trong đó gồm 4 nam à 3 nữ. Chọn ngẫu nhiên 3 
người. Gọi X là số nữ trong 3 người được chọn. 
a) Lập bảng phân bố xúc suất của X. 
b) Tính E(X) uà V(X) (tính chính xác đến hàng phần trăm). 


2, 


a) Số trường hợp có thể là Cỷ = 
c; 
Xác suất để không có người nữ nào được chọn là : P(X = 0) = œ = _- 
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B=- 
“hs. C?.C! 
Xác suất để có 2 nữ được chọn là P(X = 9) =_—# + = ma 
Cÿ - 35 
3 
Xác suất để có 3 nữ được chọn là P(X = 3) = ¬ = _ 


Bảng phân bố xác suất của X như sau : 


18 9 12 


bị la cổ; BGO =0. S421. 1+ 02220821 =® «1/20 
38 ”"8BE” 88g 188. 7 
2 x2 2 3 
Vằ) =(0- s*('3)] ke (>2) HH ˆ- 
7) 35 7) '35 7J '35 7l 35 


~ 0,49 


BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN 


Trong các bài từ 69 đến 73, hãy chọn kết quả đúng trong các hết quc đã cho. 
68. Trong các số nguyên từ 100 đến 999, số các số mà các chữ số của nó tăng 

dần hoặc giảm dần (kế từ trái sang phải) bằng : 

A(120) ; (B) 168 ; C) 204 ; (D) 316 


4áả¿ 


Mỗi tập con có ba phần tử thuộc tập |1, 2, ...., 9} xác định duy nhất nột số có 
ba chữ số tăng dần từ trái sang phải (vì chữ số đầu tiên bên trái khác 0). 
Mỗi tập con có ba phần tử của tập (0, 1,2, ...,9] xác định duy nhất nột số có 
ba chữ số giảm dần từ trái sang phải. 
Vậy có Cả + C?= 204 số cần tìm. 
Chọn (C) 

TŨ. Một đội xây dựng gồm 10 công nhân, 3 kỳ sư. Để lập một tổ công tác, cần 
chọn một kỹ sư làm tổ trưởng, một công nhân làm tổ phó uà 5 côyg nhân 


làm tổ uiên. Hỏi có bao nhiêu cách chọn ? 


(A) 3780 ; (B) 3680 ; (C) 8760 ; (D) 3520. 
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„đả — 
Có ba cách chọn một kỹ sư làm tổ trưởng, 10 cách chọn một công nhân làm 


tổ phó và G§ = 126 cách chọn 5 công nhân trong 9 công nhân làm tổ viên. 
Theo qui tắc nhân có 3.10.126 = 3780 cách chọn. 


Chọn (A) 


T. Với các chữ số 0, 1, 3, 3, 4, 5, 6 có thể lập được bao nhiêu chữ số chẩn gồm 5 
chữ số đôi một khác nhau (chữ số đầu tiên phải khác 0) ? 


(A) 1250 ; (B) 1260 ; (C) 1380 ; (D) 1270. 
e2 
Số cần tìm có dạng abede với e e |0, 2, 4, 6] 
* Với e = 0 ta có A4 cách chọn số abcd 
* Với e e |2, 4, 6| ta có A§ - Aš cách chọn số abcd (do a # 0) 
Vậy có A§ + 3(A4 - A3) = 4A4 - 3A3 = 1260 


Chọn (B) 
TẾ Tìm hệ số của x” sau khi khai triển uà rút gọn đa thức : 
(1+)? + (1+ x)!? +...+ (1 + x)" 
(A) 3001 ; (B) 30083 ; (C) 3010 ; (D) 2901. 


Hệ số của xŸ của đa thức đã cho là : 
Œ + Cộo + c? + cđ + c + c = 3003 
Chọn (B) 

T3 Hai xạ thủ độc lập uới nhau cùng bắn uào một tấm bìa. Mỗi người bắn một 
uiên. Xác suất bắn trúng của xạ thủ thứ nhất là 0,7; của xạ thủ thứ hai là 
0,8. Gọi X là số uiên đạn trúng bia. Tính kỳ uọng của X. 

(A) 1,75 ; (B) 1,5 ; (C) 1,54 ; (D) 1,6. 
P(X = 0) = (0,3)0,2) = 0,06 
P(Œ = 1) = (0,7X0,2) + (0,3)(0,8) = 0,38 
P(X = 2) = (0,70,8) = 0,56 

Vậy E(Œ%) = 1(0,38) + 2(0,B6) = 1,5 


Chọn (B) 
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+» (lÑY gố - tất số tt) t tt Số Iiiôn 


§1. PHƯƠNG PHÁP QUI NẠP TOÁN HỌC 


II TÓM TẮT GIÁO KHOA 


Phép chứng minh bằng qui nạp gồm hai bước sau : 


Bước 1 : Kiểm tra rằng mệnh đẻ là đúng tới n = 1 

Bước 2 : Giả thiết mệnh đề đúng với một số tự nhiên bất kỳ n =È 3 1 
(giả thiết này được gọi là giả thiết qui nạp), chứng mình rằng nó *ĩng 
đúng uới n = b + 1 

Chú $ : Nếu phải chứng nình rằng mệnh đề là đúng với mọt số tự 
nhiên n > p (p là một số tự nhiên đúng tới n = p, ở bước 9), ta giả thiết 
mệnh đê đúng uới một số tự nhiên bất kỳ n = È > p uà chứng "ình 
rằng nó củng đúng uới n = È + 1 

Trường hợp thường gặp nhất là n = 1 


[PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


. Chứng mình rằng uới mọi số nguyên dương n, ta luôn có đẳng thứ: sau : 
nín + 1) 


1+2+3+.+n=—— (]) 
2 
Với n= 1 ta có 1= ——.—” (đúng) Vậy (1) đúng với n = 1 


Giả sử (1) đúng với n = k, tức là ta có : 
1 „8 8l St Ð 


Ta chứng minh (1) đúng với n = k + 1 tức là phải chứng minh : 


1*2x+e+k+(k+lj= CC EET® 
Thật vậy ta có : 1+2++k+tk+ 1= ST v 0+ Ð 


_ kk+1l)+2(k+1)_(k+1)k+2) 
NT HN TS 

Vậy (1) đúng với n = k + 1 do đó (1) đúng với mọi n nguyên dương 
8B. Chúng mình rằng uới mọi số nguyên dương n, ta luôn có đẳng thứ: : 
2n(n+ 1)(2n + 1) 


2? + 4? +...+ (2n)? = Tư .= (1) 
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Với n = 1 ta có 2?= _ (đúng). Vậy (1) đúng với n = 1 

2kt(k + 1)(2k + 1) 
3 

Ta chứng mình (1) đúng với n = k + 1, tức là phải chứng minh : 


BỀ + 45+.p+ QGkU + Ô/ko+ J8 „ CS UỐN C212 tố) "—“ 
Thật vậy, từ giả thiết quy nạp ta có : 2? + 4? +...+ (2k)? + (2k + 2)? 
_ 2k(k + 1)(2k + 1) „_ 2(k+1/2k? +k+6k+6) 
š 3 


Giá sứ (1) đúng với n = k, tức là ta có : 2? + 4? +...+ (2k)? = 


+ (2k + 9)°= 


_ 2k + 1)(2k(k + 2)+ 3k + 2)] _ 2(k+ 1/(k+ 243k +3) 
s 3 : 3 
Vậy (1) đúng với n = k + 1 do đó (1) đúng với mọi n e N* 
3. Chúng mình rằng oới mọi số nguyên dương n, ta luôn có bất đẳng thức : 


1 1 
J4. ——4uot—— <ỞJH (1) 
⁄2 vn 


F đá 
Với n = 1 ta có 1 < 21. Vậy (1) đúng với n = 1 
Giả sử (1) đúng với n = k, tức là ta có : 1 + -E +... +—— < #/K 


42 k 
Ta chứng minh k: đúng rở n=k+ 1, tức là phải chứng minh : 
1 
l+—+. <2vVk+1*) 
⁄2 - 'Tn 
1 
Theo giả thiết qui nạp ta có : 1 + —— <2 + 
ñ'^*# 'n ma 


Để chứng minh (*) ta cần chứng minh 2k + 


T<2/kri 
J 
". 1<2(k+ 1) 
vk+ 


©_ 2jkk+l)<2k+1<© Ti +1)<(2k + 1 0< 1 (luôn đúng) 
Vậy ta có (*) tức (1) đúng với n = k + 1, do đó (1) đúng với mọi n e N* 
W_ Chứng mình rằng uới mọi số nguyên n > 2, ta luôn có đẳng thức sau : 


(-zJ*-zHz)- 4) 
4 9 n2 2n 


Với n = 2 ta có 1~ =5 (đúng), Vậy (1) đúng với n = 2 


Thật vậy ta có : 2V/k + 


Giá sử (1) đúng với n = k, tức là ta có (1 - mu Đế gịg =-. 
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Ta chứng minh (1) đúng với n = k + 1, tức là phải chứng minh : 
tì-.ÔẲm< 1.00 << Si 
4 9 (k+l?_ 2(k+1) 
Thật vậy theo giả thiết qui nạp ta có : 
1 1 1 1 k+l1l 1 


(1-—1--—)..(1--—X1-————)= IỆC ) 
4 9 k (k+1)° 2k (k+1)? 


Vậy (1) đúng với n = k + 1 do đó (1) đúng với mọi n > 2 


5. Cho n là một số nguyên lớn hơn 1. Hày chứng mình bất đẳng thức sau : 


1 1 1 1 
+ 


nèĩ n+Ð3 ” 2n 24 


Với n =2 ta có: 2+4 
3 4 12 24 
Như vậy (1) đúng khi n = 2 
Giả sử (1) đúng khi n = k, k > 1, tức là giả sử 
1 1 1 18 
——t +..+—>— 
k+l k+2 2k 24 
ta sẽ chứng minh (1) cũng đúng khi n = k + 1, nghĩa là ta sẽ chứng rninh 
1 1 1 1 18 
+ s../t bự > 
k+2 kè+3 2k+1 2k+l) 24 


Thật vậy, ta có : 


1 1 1 1 1 
—=#+ +..+ + + 
k+2 k+3 2k 2k+l 2(k+l) 
1 1 1 1 1 1 
= + +..+—+ + = 
k+l k+2 2k 2k+l1 2k+1l) k+1 
1 1 1 2(k+l)+2k+1-2(2k+1) 
= + uc —————————— 
k+l k+2 2k 2(k + 1)(2k + 1) 
1 1 1 1 
= + +...+— + 
k+l k+2 2k 2(k+1)(2k+1) 
1 1 


1 18 S 
.+®——>— (th iả thiết 
là xi Trì tan! eo giả thiết quy nạp) 


Từ các chứng minh trên suy ra (1) đúng với mọi số nguyên n > 1. 


6. Với mọi số nguyên dương n, đặt u„ = 7.9°"~? + 8?" ~ ! (1). Chứng mình rằng 
uới mọi số nguyên dương n, ta luôn có u„ chia hết cho 5. 


92-ĐẠISỐL1NC 


1. 


Với n= 1, ta Có : 
úy = f.821 =?:¿.8#2 -3 =~1'+:8= 109 6 

Suy ra (1) đúng khi n = 1. 
Giả sử (1) đúng khi n = k,k c N*, ta sẽ chứng mình nó cũng đúng khi n = k + 1 
Thật vậy; ta có : 0ạ¡ = 7/22k+10~2 „24x 10- 1 

=4.1,2%9u 0/81 

=4(T. 92-2 + 32-1) + 5,3 *~!=4,uạ + 6:32*~! (2) 
Vì uy: 5 (theo giả thiết qui nạp), nên từ (2) ta được điều cần chứng minh. 
Che sở thực x >— 1. Chứng mình rằng (1 + x)" > 1+ nx (1) uới mọi sổ nguyên 
đương n. 


TY 


Với n= 1,ta có(1+x)Ì=1+x=1+1x 
Như vật, ta có (1) đúng khi n = 1 
Gia sử đã có (1) đúng khi n = k, k < N*, ta sẽ chứng minh nó cũng đúng 
khin = k + 1. 
Thát vậy, từ giả thiết x > - 1 và giả thiết qui nạp, ta có : 
(1+x)È*”=(1 + x(1 +x)Š >(1 + x(1 + kx) 

=1+(k+1)x+kx?>1+(k+ 1)x 
Từ sác chứng minh trên suy ra (1) đúng với mọi n e N*. 
Một học sinh chứng mình mệnh đề “Với È là số nguyên dương tùy ý, nếu &È + 1 
chịc hết cho 7 thì 8** 1 + 1 cũng chia hết cho 7" như sau : 
Ta có : 8**1 + 1 = 8(8* + 1) - 7. Từ đây tà giả thiết "8! + 1 chia hết cho 7", 
hiển nhiên suy ra 8** 1 + 1 chia hết cho 7". 
Hỏi từ chứng mình trên, bạn học sinh đó có thể kết luận được "8" + 1 chia 
hết cho 7 uới mọi n 6 N*" hay không ? Vì sao ? 


là... 


Khóng thể kết luận "8" + 1 chia hết cho 7 với mọi n e N*”, vì chưa kiểm tra 
tính đúng của mệnh đề đó khi n = 1. 


Xsdg shê L8 : 
[Š,BÀI TẬP LÀM THÊM 


Chứng mình rằng tới mọi n € Ñ* tạ có : 
11+3+ð5+..+ (9n -1)=n;  2)14+2.7+..+n(3n + 1= nín + 1Ÿ 


8)_* + 1 +t—ˆ viÉC (hốt n z3); 
t+l n+2 2n 24 


4) r? + 11n chia hết cho 6; 5) 9+2? + 33 +...+ nŸ = (1+ 2 + 3 +...+ n} 
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§2. DÃY SỐ 


f1ÓM TẮT GIÁO KHOA 


1. Định nghĩa : 
Định nghĩa 1 : 
Một hàm số u xác định trên tập hợp các số nguyên dương N* được 
gọi là một dãy số uô hạn (thay còn gọi tắt là dãy số). 
Mỗi giá trị của hàm số u được gọi là một số hạng của dày số; t(1) 
được gọi là số hạng thứ nhất thay số hạng đầu); u(9) được gọt le Sổ 
hạng thứ hai,... 


Người ta thường kí hiệu các giả trị u(1), (9)... tương ứng bởi tị, to... 


2. Cách cho dãy số : 
~ Cho số hạng tổng quát u„ của nó bằng công thức. 
- Cho một mệnh đề mô tả các số hạng liên tiếp của nó. 
~ Cho bằng phương pháp truy hồi, tức là : 
1) Cho số hạng đầu (hay uài số hạng đầu) 
2) Cho hệ thức truy hồi tức là hệ thức biểu thị số hạng thứ n qua số 
hạng (hay uài số hạng) đứng trước nó. 


3. Dãy số tăng, dãy số giảm : 
Định nghĩa 2 : 
Dây số (u„) được gọi là dãy số tăng nếu uới mọi n ta có tụ < Hạ „ ¡ 
Dây số (u„) được gọi là dãy số giảm nếu uới mọi n ta có trụ > Hạ , Ị 
4. Dãy số bị chặn : 
Định nghĩa 8 : 
a) Dãy số (u„) được gọi là dãy số bị chặn trên nếu tôn tại một số M saa 
cho Vn e N*,u, <M 
b) Dãy số (u„) được gọi là dãy số bị chặn dưới nếu tồn tại một số m sao 
cho Vn e NÑ*, u„ >m. 


e) Dãy số (u„) được gọi là dãy số bị chặn nếu nó uừa bị chặn trên, uừa 
bị chặn dưới; nghĩa là, tồn tại một số M oà một số m sao cho Vn e Ñ*, 
m <u„ <M. 
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[PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


a) Xét tính đơn điệu của dãy số : 
1) Cích I: Lập hiệu u 
s Nếu uạ „¡ - uạ >0 Vn e Z* thì uạ, ¡ > uụạ : (uạ) tăng. 

e Nếu u„„ ¡ - uạ <0 Yn e Z* thì uạ, ¡ < uạ : (uy) giảm. 


n+1 — thị 


2) Cích 2 : Nếu uạ > 0; vn c Z* thì lập tỉ sổ CHởA 
tụ 


Ñ ‹ 
« Nếu —°*! > 1; vn e Z* thì u„„ ¡ > uạ : (u,) tăng. 
tụ 


z W : K 
e Nếu —"*L < 1;Vn e Z* thì uạ„¡< uạ : (uạ) giảm. 
tụ 


b) Chứng minh dãy số (uạ) không tăng không giảm : 
ø Chỉ ra rằng uy < uạ > uạ hoặc uy > uạ < uạ. 
s Thường là dãy số có số hạng (-1)". 
e) Dãy số bị chặn : 
(tạ) bị chặn trên © 3M sao cho uạ <M, Vn e 2Z* 
(uạ) bị chặn dưới 3m sao cho u„ > m, Vn e Z* 
(uạ) bị chặn 3M > 0 sao cho luạiI <M, Vn e Z* 


8, Tin 5 số hạng đầu của môi dãy số sau : 


2-_ 
a) Fãy số (u„) tới TC 2g, 
"n 
b) Tây số (u„) Uới u„ = sinS + co ị 
e) Dây số (u„) = (~ 1)".J4" 
° LIÊP 2— 
a) Ta có —-  sđš N- Si 
1 2 2 
_ 232-8Ò u24? -3, 13, u.„ 267-347 
3đ 3 = , 4” 4 Pư: 5 5 5 
Bì ty x ViNT2do 2= 2 mÚ 
4 2 2 
1 
2 
=gsin?~ + e0s— =1-—=~; 
_ 2 2 
"1... .s. 
2 2 
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tạ = niuỐy + cha F= conlDa T5) e =; 
3 3 2 
lụ = SP + coat  — 2g, 
4 3 2 2 
g)uy ==2; uạ =4; uạ=-8; tạ = 16 ; uạ = ~ 32. 


IŨ. Tìm số hạng thứ 3 uà sổ hạng thứ 5 của môi dày số sau : 
a) Dãy số (u„) xác định bởi : 


tuy = 0 0à tra = tới mọi n 3> 2 ; 


tà + 
b) Dãy số (u„) xác định bởi : 
tụ = 1ÿ uạ = — 2 Uồ tạ = Hạ _ ¡ - 2u, _ ¿ Uới mọi h 3 ổ, 
, 2 2 2 2 
a) Ta có: uạ= “ấn uạ= ——== 
k u2 +1 b u2+l 22+1 5 
2 2 50 2 3 1682 
T=.  —— UỦạ =———=——>—=>—.- 
u+1 4 ¡ 29 u?+1l /50\ˆ 3341 
25 lã) tì 


b) Ta có : uạ = uạ - 2u; =- 2-2=- 4 
tạ = uạ - 2u; = - 4 - 2(-2) = 0 
us = uạ ~ 2uạ = 0 
WÍ. Cho hình ouuông A,B,C,D, có cạnh bằng 
6cm. Người ta dựng các hình uuông 
A;B;C;D, A;B;C;D;,,.., A,B„C„D„,... 
theo cách sau : Với mỗi n = 3, 3, 4,... 
lấy các điểm A„ B„ C„ uà D„ tương 
ứng trên các cạnh A„_ ;B, _„ B„ _;C„_. 
C, „1Ð, _¡ 0à Dạ _ ;Ä„_ ¡ sao cho A„_ ;Â„ = 
1em uà A,B„C„Ð, là một hình uuông. 
Xét dãy số (u„) uới u„ là độ dài cạnh của 
hình uuông A,B„C„D„. 


Hãy cho dãy số (u„) nói trên bởi một hệ thức truy hồi. 


Với mỗi n e N*, xét các hình vuông A„B„C„D, và An,¡B,„¡Ca,¡D,,„¡, La có 
tn¿1= AnaiBn.i P= V(An.iBa ®+ (BnBn.i lế 
= V(AaBạ ~1)2 +12 = NI ~1)2 +1 
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AnT—T Ana Bạ 


Bnạt 


Dnạ‡ 
1 


Ũn nạ 1 Cn 


I8. Cho dây số (u„) xác định bởi : 
uy, = l Uà uạ = 2uạ_¡ + 3 0uới mọi n 3> 2 
Bằng phương pháp quy nạp, chứng mình rằng uới mọi n 3 1 ta có : 


uạ=2!—3 (1) 
444 


Với n = 1 ta có u = 1= 2? - 3. Vậy (1) đúng với n = 1 
Giả sử (1) đúng với n - k tức là ta có : uy = 2**1 ~ 3 
'Ta chứng minh (1) đúng với n = k + 1, tức là phải chứng minh : 
uy, = 2**2 — 3 
Thật vậy theo giả thiết qui nạp ta có : 
t/¿¡ = 20, + 3 = 2(2**1 ~ 3) + 3 = 2*2 _ 3 


Vậy (1) đúng với n = k + 1 do đó (1) đúng với mọi n e N*. 


(3. Hãy xét tính tăng, giảm của các dãy số sau : 
d) Dãy số (u„) uới uạ = nŠ - 3n? + õn -7 ; 


b) Dãy số (x„) nới x„ = c 


e) Dây số (œ„) uới a„ = jJn+ 1 -⁄n 


Hướng dẫn : a) Xét hiệu u„,¡ - uạ ; b) Xét tỉ số -Šn 
Xn+1 
Ệ 1 
c) Viết lại công thúc xác định a„ dưới dạng dạ = ——————— 
: "` đJn+1+jn 
Tiếp theo, xét tỉ số -“" 
đn+] 


3 


a) Ta có : 
ứạ¿¡ — tạ =(n + 1) - 3(n + 1)? + ð(n + 1) - 7 - (nŠ - 3n? + õn - 7) 
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= 8n - 3n + 3 >0, Vn e N* 
Z tutnyy > tạ = (uạ) là dãy số tăng. 


b) Ta có: ———=——.——=———r= 
Xn.ai 39 n+2 n+2 n+ 


>1lVneN* 


— Xa > Xa¿i —= (Xạ) là đãy số giảm. 
1 
e) Ta có: a„=vn+1-n=—————— 
š Jn+l+vn 
ân _wn+2+vn+l 


=————>Ì 
An+l #n+1+xn 


= an > an;  — (a,) là dây số giảm. 


WM. Chứng mình rằng dãy số (u„) tới u„ = Ea, là một dày số giảm tả 5Ÿ chặn. 
n+ 
2 5 
2n+3 g0 2C 2 5 
Tacó uạ= = ==# 
3n+2 3n+2 3 3(3n+2) 
5 )ì 1 
Đi C Ha Ea 3n+5 3n+9 <0—©uạ,¡<Uu, 
= (uạ) là dãy số giảm 
Ta lại có 0 < C , 1VneN#* 
3n+ 


Vậy (u„) là dãy số giảm và bị chăn. 
(. Cho dãy số (u„) xác định bởi : 
Uị = Ö từ tạy¡ = uạ + ỗ tới mọi n 3> 1. 
d) Hãy tính tạ, u„ 0à uạ ; 
b) Chứng mình rằng u„ = õn - 3 tới mọi n > 1. 


) 


a)Tacó uạ=uy+B5=8; tạ = tạ + ỗ = l3 ; 
uạ=us+ð=l8; uạ=u¿+5=23; uạ=us+5= 28 
b) Ta sẽ chứng minh : u„ = ðn - 2 (1) với mọi n e N*, bằng phương pháp 
qui nạp. 


Với n = 1, ta có uị =3 =5.1- 2 

Như thế (1) đúng khi n = 1 

Giả sử (1) đúng khi n = k, k e NỶ, ta sẽ chứng minh nó cũng đúng khi 

n=k+l 

Thật vậy, từ công thức xác định dây số (u„) và giả thiết qui rạp ta có : 
0y,ị = 0y + ð =Šk~ 2+6 = õ(k + 1) — 9 

Từ các chứng minh trên suy za (1) đúng với mọi n e N*, 
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* Cách khác: Ta cóu,,;y-uyạ=5Vnzl 
Do đó uạ = (uy - tạ ¡) + (tạ -¡ = tạ ¿) +...+ (uy — 0) + Uy 
=5+ð+..+ð+jđ=õn-1)+3=õn-2 
I6. Chó dáy số tuạ) xác định bởi : 
Hạ = Ì Cả tryyy = tự + (n + 1).9ˆ tới mọi n 3> 1. 
a) Chứng mình rằng (uy) là một dãy số tăng ; 


b2 Chứng mình rằng uạ = 1 + (n - 1).9" tới mọi n 3 1. 
a) Từ hệ thức xác định dãy số (u,), ta có : 
~tuuạ=(n + 1).2°>0Vn >1. 


Do đó (uạ) là một dãy số tăng. 


tạ ¿¡ 


b) Ta sẽ chứng mỉnh u„ = 1 + (n - 1).2" (1) với mọi n > 1, bằng phương pháp 
qui nạp. 
Với n = 1, ta có uy =1 = 1 +(1 - 1).2!. Như vậy (1) đúng khi n = 1 
Giả sử (1) đúng khi n = k, k e NŠ, ta sẽ chứng mình nó cũng đúng khi 
n=k+l. 
Thật vậy, từ hệ thức xác định dãy số (u,„) và giả thiết qui nạp, ta có : 

0¿¡ = Uy + (k + 1)/2* = 1+(k - 1)/9Ê + (k + 1)/2* = 1+ k.29 

Từ các chứng minh trên suy ra (1) đúng với mọi n > 1. 


f1. cho dãy số (u„) xác định bởi : uị = 1 0à u tới mọt n 3> ]. 


= 
n+ +1 


n 
Chứng mình rằng (u„) là một dãy số không đổi (dãy số có tất cả các số hạng 
đều bằng nhau). 

Ta chứng minh u„ = 1 (1) vn e N* bằng qui nạp 
Rõ ràng (1) đúng với n = 1 
Giả sử (1) đúng với n = k, tức là ta có uy = 1 


Ta chứng mình (1) đúng với n = k + 1, thật vậy ta có : 
2 


=1 
u +1 


yyị = 
Vậy (1) đúng với n = k + 1, do đó (1) đúng với mọi n e N* 
(Ñ. Cho đãy số (s„) uới s„ = sin(án - LỆ 
a) Chứng mình rằng s„ = Sạ,s uới mọi n 3 1 ; 


b) Hãy tỉnh tổng 15 số hạng đầu tiên của dãy số đã cho. 
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2) 


a) Với n là số nguyên dương tùy ý, ta có : 


Sạ,ạ = sin(4(n + 3) - HỆ = sinldn - 1 + 12Ẻ 
š TL š TL 
= sin[(4n - LỆ + Øn] = sin(4n - 1 “ấy 


b) Từ kết quả phần a) ta có : 
8¡ = 84 = 8¡ = Sịo = S1a; S2 = §s = §g = SỊ = S14, 8a = Ss = Sạ = Sa = Sịg 
Từ đó suy ra : Lẻ 
§Ị + S¿ + Sạ = Sạ + 8; + Se = §; + Sg + So = Sịo + SỊ¡ + SỊ2 
= 81a † S14 + Sịg 
Do đó : 8g; = Sị + Sạ +...+ Sịg = ð(Sq.+ Sạ + S) 


Bằng cách tính trực tiếp, ta có sạ = 1, s; = 5 Và sạ = "5 Đụ, =/0 


P BÀI TẬP LÀM THÊM 


(Viết 4 số hạng đầu của dãy (a,) : 
1.3.5...(2n— 1 
gia, «bể GHÖ HD, b) gay = €osE= ; 
2.4.6...2n 2 
€) g„,¡ = dạ + đ„ _¡(G; = g; = 1). 


B.. Xé¿ tính đơn điệu của các dãy (a„) 


kế 7 l 
Bị] =E sg b) ay = (-1)". ——; e)a,= ì 
4" +1 n+1 n+29 
đ) a„ = (0,4)".n ; e) a„ = j3 +2+..+42 (n số 2). 
Đáp số : ` a) Tăng; b) Không tăng, không giảm; 
c) Tang ; đ) Giảm ; e) Tăng. 
3. Xé¿ (tính bị chặn trên, bị chặn dưới của các dãy số : 
g) dạ = SHS, *“ð) q„ = (~1)" + cosn ; 
ðn+Ø 
€) dạ = + =ả. +...+ Ẻ h 


12 93.” nín+1) 


Z) qạ = (~1)"eos——. 
2n 
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§3. CẤP SỐ CỘNG 
fh TÓM TẮT GIÁO KHOA 


1. Định nghĩa : 

Cấp số cộng là một dãy số (hữu hạn hay uô hạn) mà trong đó, bể từ 
số hạng thứ hai, môi số hạng bằng tổng của số hạng đứng ngay trước 
nó oà một số d không đổi, nghĩa là : 

(u„) là cấp số cộng © Vn >2, uạ =u„ạ _;+d 

Số d được gọi là công sai của cấp số cộng. 

2. Tính chất : 
Định lí 1 : 

Nếu (u„) là một cấp số cộng thì kể từ số hạng thứ hai, mỗi số hạng 
(trừ số hạng cuối đối uới cấp số cộng hữu hạn) đều là trung bình cộng 
của hai số hạng đúng kề nó trong day, túc là : 


= Bk-1! Đai go 


ly 2 


3. Số hạng tổng quát : 
Định lí 2 : 
Nếu một cấp số cộng có số hạng đầu u¡ uà công sai d thì số hạng 
tổng quát u„ của nó được xác định theo công thức sau : 


4. Tổng n số hạng đầu tiên của một cấp số cộng : 
(u„) là cấp số cộng, ta có : 


n(u + uạ ) _ n[2u; + (n- 1)d] 


Ôn = lUị + Uạ +...+ tứạ = 


2 2 


EPHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


a) Chứng minh dãy (uạ) là cấp số cộng : 
Ta chứng mình hiệu u„ , ¡ — u„ạ là một hằng số (không phụ thuộc uào n) 
Khi nó (u„) là cấp số cộng có công sai d = u„,¡ — tạ, 

b) Xác định số hạng tổng quát của cấp số cộng : 


s Xóc định u; uà d ®u„ = uy + (n - 1)d ® tra — Ưựy = (n — m)d 
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(8. Chứng mình rằng mỗi dãy số sau là một cấp số cộng và hãy xác định công 
sai của cấp số cộng đó : 
a) Dãy số (u„) uới u„ạ = 19n - õ ; 
b) Dãy số (u„) uới u„ = an + b, trong đó a tà b là các hằng số. 


) 


a) Ta có uạ,; - uạ = 19(n + 1) - ð - (19n - ð) = 19 với mọi n > 1. 
Do đó (uạ) là một cấp số cộng với công sai d = 19. 

b) Ta có uạ¿¡ - uạ = a(n + 1) + b - (an + b) = a với mọi n > ]. 
Do đó (uạ) là một cấp số cộng với công sai d = a. 

BŨ. Trên ta Ox lấy các điểm A,, 
A;,....A„... sao cho uới mỗi số nguyên 
dương n, OA, = n. Trong cùng một 
nửa mặt phẳng có bờ là đường 
thẳng chứa tia Ox, uẽ các nửa đường 


tròn đường kính OA„n=1l2,..KU 0 \ 2 3 4 5 8 *% 
AI CA Ái Ai Ác Áp 


hiệu u, là diện tích của nửa hình 
tròn đường kính OA; và uới mỗi n >2, kí hiệu u„ là diện tích của hình giới 
hạn bởi nửa đường tròn đường kính OA„_¡, nửa đường tròn đường kính OA, 
uò tia Ox. Chứng mình rằng dãy số (u„) là một cấp số cộng. Hãy xác định 
công sai của cấp số cộng đó. 

444 


Với n > 2 ta có : 


2 OA? (2n- 
` 2 5g oi = Ản[(n2 ( - LẺ = lên ĐỀ tụ sọ 
2 4 4 8 
C ¬ TH vn>9 
3n TT 


Mặt khác u;ạ- uạ =—-—=— 
Vậy uạ,†—-Un= : Vn eN* 
Do đó (uạ) là cấp số cộng với công sai d = 2 


BL Trong mỗi câu sau, hãy đánh dấu "x" uào phần kết luận mà em cho là đúng : 


a) Mỗi cấp số cộng uới công sai d > 0 là một dãy số. 
H Tăng D Giảm D Không tăng cũng không giảm 


b) Mỗi cấp số cộng uới công sai d < 0 là một dày số. 
H Tăng D Giảm D Không tảng cùng không giảm 
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si? ÊẤc 
a) Tăng b) Giảm 
B8. A12! cấp sở cộng có năm số hạng mà tổng của số hạng đầu uà số hạng thử 
ba bằng 98, tổng số hạng thử ba tù số hạng cuối bằng 40. Háy tìm cấp số 
cộng đó. 
°¿— 
Với mỗi n c |1, 2, 3, 4, 5], kí hiệu u„ là số hạng thứ n của cấp số cộng đã cho. 
14, 
40 = uạ + uạ = 2u¿ = u¿ = 20, 


Ta có : 28 = u¡ + uạ = 2u; = tạ 


2u; = u¿ + uạ = 34 = uạ = 17 
Ta có : uy + uạ = 28 — uy = 28 - uạ = 11 
uạ + uạ = 40 = u; = 40 - uạ = 23 
Vậy cấp số cộng cần tìm là : 11, 14, 17, 20, 28 
B3. Co cấp số cộng (u„) có tạo = ~ð9 0à uy, = — 145. Hãy tìm số hạng tổng quát 
của cấp số cộng đó. 


Gọi d là công sai của cấp số cộng. 


Tacó J2 =-52 „im +19d =-52 21 =5 
uại = =145 u¡ +50d =-145 d=-3 
Vậy uạ = u¡ + (n - 1)d = Š +(n - 1)(-3) 
uạ=-3n+8 


BM. Cño cấp số cộng (u„) cới công sai tà cho các số nguyên dương mì tà È, Uới 
m >k. Chứng mình rằng tự = uy + tị - kìd, 
Áp dụng : Hay tìm công sai d của cấp Sổ cộng (u„) mà uạg - uạ = 7õ 
Ta có uạ = uy +(m - 1)d (1) 
uy = uy + (k ~ 1)d (2) 
Lấy (1) trừ (2) ta được : 
tạ — tụ = (m — k)d 2 uạy = 0ý + (m - k)d 


Áp dụng : 
Ta có u¡g - uạ = (18 - 3)d = lõd = 7ð 
=ủz=5 


BS. Co cấp số cộng (u„) có u¡ — uy = 6 uà uy = —10. Hãy tìm công sai bà số hạng 
tổng quát của cấp số cộng đó. 
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2 


Gọi d là công sai của cấp số cộng 


Ta có u„ -uạ =6 Sẽ u¡ -(u; +2d)=6 . d=-3 

us =-10 u; +4d =~10 u¡ =2 

Vậy d = - 3 và uạ = u¡ + (n - 1)d =2 - 3(n - 1) = - 3n + 5 
Đ§. Hãy chứng mình định lý 3 : S„ - ĐI + ta) 
Ta sẽ chứng minh S„ = nứu + un) (1) 


2 
với mọi n e N*, bằng phương pháp qui nạp. 


1(u; +uy) 


Với n = 1, ta có §; = uạ = . Như vậy (1) đúng khi n = 1. 


Giả sử (1) đúng khi n = k, k e N*. Khi đó 


k(u; +uy) k(ui +uy¿¡ -d)+ 2u, 
Đwyi = 5S + U¿¡Z —— TT t¿¡#———— 


2 
_ kui +(Œk+1)0y,¡ +uy¿¡ -kd - kui +(k+ 1)uy,¡ tui 
š 2 


_ (k+1)(uị +uy,¡) 
2 
nghĩa là (1) cũng đúng khi n = k + 1 
Từ các chứng minh trên suy ra (1) đúng với mọi n e N*. 
9= -.-tÚn _ 
Cách khác : Ta có | CRRE Ti lo Lm chon 
Ôn =Un +Un-1+...+U2 +UỊ 
= 25, = (uị + 0a) + (0y + tạ ¡) +...+ (tạ ¡ + 0ạ) + (0y + Uì) 
Mà uạ + uạ_¡ = Uạ + Uạ ¿ =...= tạ + Uy 


Do đó 28 = n(u¡ + uạ) =8,= s0 +tun) 


BT. Cho cấp số cộng (u„) có uy + uạ¿ = 60. Hãy tính tổng 23 số hạng đầu tin của 
cấp số cộng đó. 


Gọi d là công sai của cấp số cộng đã cho, ta có : 
Uy = tạ — đ Và uạ¿ = uạ¿ + d 
Do đó, áp dụng định lí 3 cho n = 23, ta được : 
23(uị +uas) 23(uạ +uạ;) 23.60 
2 š 2 =. 
B8. Số đo ba góc của một tam giác uuông lập thành một cấp số cộng. Hãytìm số 
đo ba góc đó. 


S;s = = 23. 30 = 690 
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1. 


Kí hiệu A, B, C là số đo ba góc (tính theo đơn vị đo) của tam giác vuông đã 
che. Không mất tổng quát, có thể giả sử A < B < C. Khi đó, từ giả thiết dễ 
dàng suy ra C = 90 (độ) và A, B, C theo thứ tự đó là một cấp số cộng. 
(A+C=2B ThhfnBlee 'xgeet 

c- = 


Ta có 
ÌA+B+C=180° A+B=90° B=60° 


[Š,BÀI TẬP LÀM THÊM 


Xác định a; uà công sai của cấp số cộng (a„) biết : 
dạ =-lỗ „ b ẹ ~qạ +ds = 10 


đi = 18 ` dạ +daạ =26 


Hãy đặt giữa - 6 uà 8 sáu số nữa để được cấp số cộng. 

Hương dẫn : Giả sử - 6, dạ, dạy d„ d;, dạ, a;, 8 là cấp số cộng, ta có : 
a¡=-6, dqạ=8 =d=2 

Cho cấp số cộng (a„). Chứng mình rằng : 

0) gị + q, = đạ + đ„ 3„¡ (D 3 q) 

b) a, + q, = đ„ + d„ nẾU q +Pp =m+n 
Hướng dẫn : áp dụng q„ = d¡ + (n - 1)d 

Tìm õ sẽ hạng liên tiếp của một cấp số cộng biết tổng của chúng là 40 uùà 

tổng bình phương là 480. 

(œ- 2đ) + (a- đ) + a+ (a + đ) + (a + 2đ) = 40 

(-2d)? + (a~đ)? + a? + (a + đ)? + (a + 2d)? = 480 
Đáp số : 0, 4, 8, 12, 16 hoặc 16, 12, 8, 4, 0. 

Cho cấp số cộng (a„) có a, + a,¡ = 20. Tính S¡„ 


Hướng dẫn : Giải hệ | 


Cho cấp số cộng (a„). Chứng mình rằng : 
g) S.„ = Ÿ(S;„ — SŠ„); 


2 


n 
b) q? — dị + dỆ 
1; 


2n-1 

Tính tổng S„ = 1 + 3 + 5 +...+ (2n - 1) Đáp số : S„ = n? 

Chứng mình rằng nếu a?, b3, c° lập thành cấp số cộng công sai khác 0 thì : 
ì : 


-gŠ đỸ G086 ØI — cj8 
G4+..+tđần_¡ ~ Gần = (aj - độn ) 


+ 
b+c c+a 


& 


' 5 cũng lập thành cấp số cộng. 


Hướng dén : Chứng mình ——-—— =——-—— 
e 
uới giả thiết 2b? = a° + c? 
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§4. CẤP SỐ NHÂN 


f TÓM TẮT GIÁO KHOA 


1. Định nghĩa : 

Cấp số nhân là một dãy số (hữu hạn hay uô hạn) mà trong đó, bể từ 
số hạng thứ hai, mỗi số hạng đều bằng tích của số hạng đứng ngay 
trước nó uà một số q không đổi, nghĩa là : 

(tu„) là cấp số nhân c Vn > 3, u„ = tạ. ¡-q 

Số q được gọi là công bội của cấp số nhân. 

2. Tính chất : 
Định lí 1 : 

Nếu (u„) là một cấp số nhân thì kế từ số hạng thứ hai, bình phương 
của mỗi số hạng (trừ số hạng cuối đối tới cấp số nhán hữu hạn! bằng 
tích của hai số hạng đứng kề nó trong dây, tức là : 


| 
3. Số hạng tổng quát : 
Định lí 2 : 
Nếu một cấp số nhân có số hạng đầu u; cà công bội q z 0 thì sở hạng 
tổng quát u„ạ của nó được xác định bởi công thức : 


4. Tổng n số hạng đầu tiên của một cấp số nhân : 
Định lí 3 : 


Nếu (u„) là một cấp số nhân uới công bội q # 1 thì S„ được tính theo 
công thức : 


u(1—q" ) 


Sa= Uới mọi n 3 1. 


I-g 


FPHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


a) Chứng minh (uạ) là cấp số nhân. 
Un+1 


Ta chứng minh = q không phụ thuộc vào n. 


tạ 


b) Xác định số hạng tổng quát của cấp số nhân u„ = u¡q"- Ì 
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B9. 7rong các dày số dưới đáy, dãy số nào là cấp số nhân ? Hãy xúc định công 
bói cúa cáp số nhân đó. 


a/ Đây số 1, -3, 4, -8, 16, -32, 64 ; b) Dây số tu„) tới „ = n.6"*Ì; 
&) Dãy số (tạ) tới tự = (~1)8”"; đ) Dây số (xạ) tới x„ = (<4)°0°, 
„«Ặz¿ 


a? Dãy số đã cho là một cấp số nhân với công bội q = - 2. 
ù) tù s1 _ 6a +1) 


với mọi n > 1. Suy ra (u„) không phải là cấp số nhân. 


uy n 
Va¿† _(-=1)n*1,g3n+) có k T 
_HH {TT —————=~ 9 với mọi n > 1. Suy ra (vụ) là một cấp số nhân 
Ýn (1".8“ 
với cóng bội q = - 9. 
bi Ti = cài AN: KP áo s: 

d?—h—=———= l6 với mọi n > 1. Suy ra (x„) là một cấp số nhân với 


X; = (-4)2n+i 
công bội q = 16. 
30. Trong môi câu sau, hãy đánh dấu “<"” tào phần kết luận mà em cho là đúng : 
a2 Mỗi cứp số nhân có số hạng đầu dương tả công bội 0 < q < 1, là một đây số 
H Tang D Giảm D Không tăng cũng không giảm 
b Mỗi cấp sổ nhân có số hạng đầu dương tà công bội q > 1 là một dãy số 


H Tang D Giảm D Không tăng cùng không giảm 
e7z2 ôx 
a) Giảm b) Tăng 


3Í. Co cấp số nhân tu„) có công bội q < 0. Biết u¿ = 4 uà u„ = 9, hãy tìm ủạ, 


đà: 


=4 uạq=4 (1) 
Ta có " le 


uạ =9 u¡q3 =9 (2) 


Lấy (2) chia (1) ta được : qŸ _= = -ai q<0) 


Tư (1) suy ra u = Hà Ko. 
q 3 
38. Mộ! cấp số nhân có năm số hạng mà hai số hạng đầu tiên là các số dương, 
tích của số hạng đầu tà số hạng thư ba bằng 1, tích của số hạng thử ba cà số 


hạng cuối bằng % Hãy tìm cấp số nhân đó. 
⁄4¿ 
Với mỗi n e |1, 2, 3, 4, 5], kí hiệu uạ là số hạng thứ n của cấp số nhân đã cho. 


Vì uy >0, uạ > 0 nên cấp số nhần (u,„) có công bội q > 0, và do đó uạ >0 
Vn e |1, 2, 3, 4, 5|. Từ đó : 
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1=u¡uạ=u2  =u¿=], 
1 1 

2 
—=Uusu;=u2 =u¿=— 
16 3.5 4 4 4 
1 


LÊN 1 
Hài 0-40 Em 2 =ua 


| 


Do đó uy = —— = 8 và ty = T.: h 
ủạ 


Vậy cấp số nhân cần tìm là : 2, 1, 


33. Cho cấp số nhân (u„) uới công bội q # 0 uò u, # 0. Cho các số nguyên ciương 
m 0à È, uới m > k. Chứng mình rằng u„ = uy. q”—*, 
Áp dụng : 
g) Tìm công bội q của cấp số nhân (u„) có u„ = 2 uè u; = - 686. 
b) Hỏi có tôn tại hay không một cấp số nhân (u„) mà uạ = ð uà uạ; = - 3000 ? 


> 


Ta có uạ =u¡. q”~1 () 


úy =ủy . qÊ >1 (2) 
Lấy (1) chia (2) ta được : 
"m m-k 


=qm-k =u„ =uy. q 
uy 
Áp dụng : a) Ta có: “Ủ=q?1-4 q°=-343 =>q=~—7 
uạ 
b) Không tổn tại; vì nếu ngược lại thì cấp số nhân (u,) sẽ có 
công bội q mà 
q?0= 122 _ 2000 <0, vô lí. 
uạ 
3⁄4 Hay tìm số hạng tổng quát của cấp số nhân (u„), biết rằng uạ = - 5 0à 
uạ = 185. 


› 


Gọi q là công bội của cấp số nhân đã cho. Theo kết quả của bài tập 33, ta có : 


q8 06 - lồ _ sự ©q=-3 
uạ -5 
2 5 
=ð =uạ =u¡. q” = 9uy E7 
Số hạng tổng quát : u„ = g8) =-B.(-8)"'3 


35. Chu kì bán rõ của nguyên tố phóng xạ poloni 210 là 138 ngày (nghĩa là sau 
138 ngày khối lượng của nguyên tố đó chỉ còn một nừa). Tính (chính xác 
đến hàng phân trăm) khối lượng còn lại của 20 gam poloni 210 sau 7314 
ngày (khoảng 20 năm). 
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Tí hiệu u„ (gam) là khối lượng còn lại của 29 gam poloni sau n chu kì bán rã. 
Ta có 7314 ngày gồm 53 (= 7314 : 138) chu kì bán rã. Như thế, theo đề bài, 
ta cần tính uạa. 
Từ giả thiết của bài toán suy ra dãy số (u,,) là một cấp số nhân với số hạng 
đầu uy = 20 : 2 = 10 và công bội q = 2. Do đó : 
x82 
uạ¿ = 10 { J > 2,22.10”'5 (gam) 


li 


36. 7n các tổng sau - 
a) Tổng tất cả các số hạng của một cấp số nhân, biết rằng số hạng đầu bằng 
18, số hạng thứ hai bằng 54 uà số hạng cuối bằng 39366; 
b) Tổng tất cả các số hạng của một cấp số nhân, biết rằng số hạng đầu bằng 


mẽ số hạng thứ hai bằng = tà số hạng cuối bằng Tổ 


2 


a) Gọi q là công bội của cấp số nhân đã cho. 
Ta có q = “È# - c-Êo 
uy l8 
Giả sử cấp số nhân có n số hạng ta có : 


39366 = uạ = u¡q"~!= 18. 8n=1 
¡ _ 39366 


= 8" -1~ =2187=37=n=8 
18 
-aB _88 
=&_ si ốC=T. « 18, ~—— « B6040 
1-q 1-8 
bị Tương tự: g s Để „7 
u 2 
NT cong. (3Ƒ 
nên 1048576 256 2 


13 
¡-[=1 
=.S (S) _Đĩ8Hl 3781 
256 ` +{ ;j) 210 1048576 
2 


=zn=l3=8¡s= 


31. Số do bốn góc của một tử giác lôi lập thành một cấp số nhân. Hãy tìm bốn 
góc đó, biết rằng số đo của góc lớn nhất gấp 8 lần số đo của góc nhỏ nhất. 
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Kí hiệu A, B, C, D là số đo bốn góc (tính theo đơn vị độ) của tứ giác lôi đi 
cho. Không mất tổng quát, giả sử A < B < C < D. Khi đó. từ giả thiết của bà 
toán ta có D = 8A, và A, B, C, D theo thứ tự đó lập thành một cấp số nhân 
Gọi q là công bội của cấp số nhân đó, ta có : 

8A=D=Aq°q=2. 
Do đỏ. 560=A+B+0+D0<A.1-?” 


= 15A £›» A = 24 (đội 


Suy ra B= A. 2 = 48 (độ), C = A.2? = 96 (độ) và D = A.2! = 192 (độ) 
38. Hãy chọn những khẳng định đúng trong các khẳng định đưới đây : 
a) Nếu các số thực a, b, e mà abe + 0, theo thứ tự đó lập thành một cấp s¿ 


cộng uới công sai khác 0 thì các số mỹ Ý l theo thứ tự đó cùng láp thàn! 
aD€ 


một cấp số cộng. 
b) Nếu các số thực a, b, e mà qbe z 0, theo thứ tự đó lập thành một cấp sc 
cï 1 ƒ Ầ ` An 
nhân thì các số — T theo thứ tự đó cũng lập thành một cấp sở nhàn. 
œbe 


: x100 —1 
€) 1+Tt+ TẾ +...+ niớ0 ~ 


e4 — 


a) Sai vì 1, 2, 3 là cấp số cộng nhưng 1. z b không là cấp số cộng. 


T1 


5 2 z 1 s Ặ 
b) Đúng vì nếu a, b, c là cấp số nhân công bội q z 0 thì + _ ~- là cấp số 
abe 


nhân công bội Ẳ, 
q 


» 101 KT 
€) Sai vì 1 + + ®? +...+ x109 = 


=1 ˆ 
33. Cúc số x + 6y, 5x + 2y, 8x + y theo thứ tự đó lập thành một cấp số sông; đồng 

thời, các số x - 1, y + 9, x - 3y theo thứ tự đó lập thành cấp số nhán. Hày tìn 
+ Uà ÿ. 
Vì các số x + 6y, ðx + 2y, 8x + y theo thứ tự đó lập thành một cấp sẻ 
cộng nên : 

2(5x + 2y) = (x + 6y) +(8x + y) x=3y (1) 
Vì các số x - 1, y + 2, x - 3y theo thứ tự đó lập thành một cấp số nhân nên : 

(y + 2)? = (x - 1)(x - 3y) (2) 
Thế (1) vào (2), ta được (y + 2)?=0 sy=- 9. Từ đó x =- 6 
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MŨ. C?o cáp số cộng tạ) cơi công sai khác 0. Biết rằng các SỐ tạ, ty0x Đà tra ¡ 


I, 


theo thứ tự đó lập thành một cáp số nhân tới công bọt g z0: Hãy tìm q. 


. 


CcLÁ 
Vì cấp số cộng (u,,) có công sai khác 0 nên các số u¡, uạ, uạ đôi một khác nhau 
>u,.uạ #0 và q# 1. 
Ta có u;u¿ = u0¡0¿.q và 0ạu¡ = u0¡u.qŸ. 
Từ đó suy ra uạ = u,q = uạqŸ (vì uu¿ z0), Do đó uy = uạg (vì q z0 theo giả thiết) 
Vì uy, uạ, uạ là một cấp số cộng nên uy + uy = 2u;, Suy ra : 
uạ(q + q”) = 2u; c> q°+q- 2= 0 (vì uy #0) q=~- 2(vì q#1) 
Sở hạng thứ hai, số hạng đầu tà số hạng thứ ba của một cấp số cộng tới 
công sai khác 0 theo thứ tự đó lập thành một cấp số nhân. Hãy tìm công bội 
của cấp số nhân đó. 
M2 
Ki hiệu (u,) là cấp số cộng đã cho và gọi q là công bội của cấp số nhân u¿, uy, 
uạ. Theo đề bài, ta cần tính q. 
Vì cấp số cộng (uạ) có công sai khác 0 nên các số uy, uạ, uạ đôi một khác 
nhau, suy ra q #£ |0, 1| và u; z 0. 
Từ các giả thiết của đề bài ta có uy = uạq, uạ = u;qŸ và uạ + uạ = 2u¿, suy ra 
uz(q + q2) = 2u; © q” + q- 2= 0 (vì uy z0)  q= - 2 (vì q# 1) 


t8, Hay tìm ba số hạng đầu tiên của một cấp số nhân, biết rằng tổng của chúng 


bằng _ uà đồng thời các số hạng đó tương ứng là số hạng đầu, số hạng 


thứ tư nà số hạng thứ tám của một cấp số cộng. 

Kí hiệu uy, uạ, uạ lần lượt là số hạng thứ nhất, thứ hai và thứ ba của cấp số 
nhân nói trong đề bài; gọi q là công bội của cấp số nhân đó. 

Gọi d là công sai của cấp số cộng nhận u¡, u; và uạ tương ứng là số hạng thứ 
nhất, thứ tư và thứ tám. 


148 
Ta có u¡ 2 0, vì nếu ngược lại thì u¿ = uạ = 0, và do đó uy + uạ + uạ = Ö #¬ 


Từ các giả thiết của đề bài ta có : uạ = uq = uy + 3d và uạ = uạq = uạ + 4d 


Suyra  u¡(q- 1)=3d q) 
uạ(q - 1) = 4d (2) 
Xét hai trường hợp sau : 
* Trường hợp 1 : q # 1. Khi đó (1) và (2) suy rad*0(dou; # 0) và q= CC = 
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Za3 
qỀ xã ã] 37 
Từ đó :——=u + tạ = ——-= XS củ. “uy 
Uy + uạ + Uy = UỊ Ty uy 3 uy Mê 4 


Ta có ba số vừa tìm được ở trên là các số hạng thứ nhất, thứ tư và thứ tám 
của một cấp số cộng có công sai d = h 


* Trường hợp 8 : q = 1. Khi đó uị = tu = uạ, Vì thế “C = 3u,, 
148 


Suy ra u = uạ = uạ =—— 
y 1 2= Hạ = 


Hiển nhiên ba số vừa tìm được ở trên là các số hạng thứ nhất, thứ tư và thứ 
tám của một cấp số cộng với công sai d = 0. Vậy có .' H ba số cần tìm là : 


6 
u¡ = 4, tà 5) tạ =~C Về tị = ty = tạ = TC 


W3. Cho dãy số (u„) xác định bởi : 
uy = 1uà uạ,¡ = õu, + 8 uới mọi n 3 1. 
ga) Chứng minh rằng dãy số (u„) uới 0„ = u„ + 2 là một cấp số nhân. Hãy tìm 
số hạng tổng quát của cấp số nhân đó. 
b) Dựa uào kết quả phần a). Hãy tìm số hạng tổng quát của dãy số (u,). 
a) Từ hệ thức xác định dãy số (uạ), suy ra với mọi n > 1, ta có : 
tạ ,¡ +2 = ỗ(uạ + 2) hay vạ,¡ = ÕVạ 
Do đó (v„) là một cấp số nhân với số hạng đầu vị = u¡ + 2 = 3 và công 
bội q = 5ð. 
Số hạng tổng quát : v„ = 3.5" - ! 
b) uạ = vạT-2= 8.6"~!~ 2 với mọi n > 1 


R, BÀI TẬP LÀM THÊM 


E Choba số, lập thành cấp số cộng, chứng mình a, b, e lập thành 
-e 


Lị 
b 
cấp số nhân. 

B.. Cho cấp số nhân (a„) có d„ = õ, a; = 135, aạ = - 405. Tính da; uà q. 
3. Cho cấp số nhân (a„), chứng mình : 
g0) g;a„ = dudy_ạ„ ¡ ÍP 3 q); b) ayg„ = g„đ„ uới p + q= m+n 
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M.. Cho 3 số a, 0, c lập thành cấp số nhân. Chứng mình rằng : 
(œ+b+c)(a-b+c)=a°®+b°+c° 
Áp dụng : Tìm ba số liên tiếp của cấp sở nhân biết tổng là 14 uà tổng bình 
phương là 84. 
Hướng dẫn : Vì (a + e)? - bŸ = qÊ + c° + 2ae - bŸ = q° + bŸ + c° 
5. Clo cấp số nhân (a„) biết a; + ad; = ð]1, a; + aạ = 103. Tìm n biết S„ = 3069. 
Hướng dẫn : Tìm được a, = 3, q = 3 


, ' 1-an 
Áp dụng công thức : S„ = ad; n 


Suy ra n = 10. 


BÀI TẬP ÔN CHƯƠNG III 


_ nín" - 1)(8n + 2) 


MH. Chứng mình rằng : 1.9° + 2.3 +...+ (n — 1).n? Đ (1) uới mọi 
số nguyên n > 2. 
44¿ 
z.— 
VớIn=ØtacðvlLst- SE —U0212) „ 
12 
Vậy (1) đúng với n = 2. 
Giả sử (1) đúng với n = k, tức là ta có : 
2_ 
LậP CN? sua - DI SE HN: 
12 
Khi đó ta có : 
1.2? + 2.3? +...+ (k — 1).k? + k.(k + LẺ 
2a_ 
„ kf =1\8k+ 5) HT 2), kk + ÙÊ 
— kŒ + 1)[Œ =1)(8k + 2)+ 12k + 1)] _ k(k + 1)(3kÊ + 11k + 10) 
š 12 v 12 
_ kứ + 1J[(8k( + 2)+ ð(k+ 2)] _ (+ 1)? + 2k)(3k + 5) 
_ 12 Ẹ 12 
—_ + 1Œ + 1)2 -1J[3Œ + 1)+ 2] 
12 


Điều đó chứng tỏ (1) cũng đúng khi n = k + 1 
Từ các chứng minh trên suy ra (1) đúng với mọi n > 2. 


Mỗ. Cho dãy số (u„) xác định bởi uạ = 2 0à u„ = Ha Í với mọi n >9. 
P 2n-1+] a ` 
Chứng minh rằng : u„ = r (1) uới mọi số nguyên dương n. 
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T1) 


„1+ 
Với n = 1, theo giả thiết ta có uy = 2= 


“TT Như vậy (1) đúng khi n = 1. 


Giả sử (1) đúng khi n = k, k e N*. 
Khi đó, từ hệ thức xác định dãy số (u,,) ta có : 


su EP, 
————_- † 
_Uy +1 2k1 _ 2+1 


nghĩa là (1) cũng đúng khi n = k + 1 
Vậy (1) đúng với mọi n e N*. 
j"hei 2n 


tả Uạ 
n+1 n+1 


MB. Cho các đây số (u„) bà (Cụ) tới tr„ = 


a) Hãy xúc định số hạng tổng quát cúa đây số (d„) tới dụ = tự + tự: 

b) Hãy xác định số hạng tổng quát cúa dày số (bạ) 0ới bạ = tạ ~ tự, 

e) Hay xúc định số hạng tổng quát của dãy sổ (e„) UỞi c„ = u„. 0 

d) Hãy xác định số hạng tổng quát của dãy số td„) cởi d„ = v_ 
" 


n* 


Chú ý : Các dãy số (aạ), (bạ), (e„) tả td„) nêu trên thường được kí hiệu 


5 nó „Í tạ 
tương ứng bởi (u„ + Dạ), f„ — Dạ), („.U„) Uở l— 


\ứạ J 
: n+1 2n (n:1'Ẻ 
a) Ta có : an =Un +Va=——— +———= =n+l 


n+l mn+l1 n+l1 
b) hố .5 2n _m-1Ẻ 

n+l  n+l n+l 
2n(nŸ +1) 


(n+1? 


{†. Trong các dãy số dưới đây, dãy số nào là cấp số cộng, dãy số nào là cấp số 
nhân ? Hày xác định công sơi hoặc công bội của môi cấp số đó. 
a) Dây số (u„) uới uạ = 8n + 3; b) Dãy số (u„) tới uạ = nẺ + + 1; 
e) Dãy số (u„) uới u„ = 3.8"; đ) Dây số tu„) tới u„ = (n + 2).3", 


a) Ta có uạ,¡ - uạ = 8(n + 1)+ 3 - (8n + 3) =8, Vn >1 
Suy ra (u„) là cấp số cộng với công sai d = 8. 
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b) Ta có uy,¿¡ =uUạ =(n+1)Š+(n+1)+1-nÊ—n- 1=9(n + 1) không là 
hằng số. Vậy (u„) không là cấp số cộng. 


uy, nŠ“t3n‡ 


3 š F z : 
=—=———— không là hằng số nên (u„) không là cấp số nhân. 


uạ n?+n+l1 
tuuj ẩñ* _. 

c)—ˆ—= TT =8vVn > 1. Do đó (tu,) là cấp số nhân với công bội q = 8. 
tị \ 

đ)u,,¡ -u0y=(n+3).32*1—(n + 2)3" =303n +9-n- 2) = (2n + 703" 


không là hằng số nên (u„) không là cấp số cộng. 
Un+1 _ (n+ 3),ank _đn+9 

Ty W (n+2).3" _—n+39 
nhân. 


MB, 772y chọn những khẳng định đúng trong các khẳng định dưới đây : 


khóng là hằng số nên (u,„,) không là cấp số 


a) Dãy số (u„) xác định bởi : u, = ở tà uạ„¡ = tụ + 5 tới mọi n > 1, là một cấp 
§Ố cộng. 

b) Dãy số (u„) xác định bởi : uạ = 3 bà u„à¡ = uạ + n tới mọi h > 1, là một cấp 
SỐ cộng. 

c) Dây số (u„) xác định bởi : u¡ = 4 0à u„,¡ = ðu„ tới mọi n > 1, là một cấp 
số nhân. 

đ) Dãy số (u„) xác định bởi : u; = I 0à t„à¡ = nu„ uới mọi n 3> 1, là một cấp 
số nhân. 

eŸ7z4 
` a) Đúng vì uạ,; - uạ =ð, Vn> 1. 
b) Sai vì u„„¡ - uạ = n không là hằng số. 


e) Đúng vì “+! = ø là hằng số. 
tụ 


d) Sai vì “t+L = n không là hằng số. 
tụ 


W8, Cho dãy hình uuông H,, Hạ,...,H„ uới mỗi số nguyên dương n, gọi tụ, Dạ 0à 
S„ lần lượt là độ dài cạnh, chu u¡ì 0à diện tích hình uông H„, 
a) Giả sử dãy số (u„) là một cấp số cộng uới công sai khác 0. Hỏi khi đó các 
dãy số (p„) uà (S„) có phải là các cấp số cộng hay không ? Vì sao ? 
b) Giả sử dây số (u„) là một cấp số nhân tới công bội dương. Hỏi khi đó các 
dãy số (p„) uà (S„) có phải là các cấp số nhân hay không ? Vì sao ? 


2) 


Theo giả thiết ta có : 
Pa = 4u, và Sạ„ = u2 với mọi n e N*. 
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a) Gọi d là công sai của cấp số cộng (u,), d z 0. Khi đó với mọi n c N*, ta có ; 
Pa+i — Pạ = 4(0ạ „ ¡ — uạ) = 4d (không đổi) 
Vậy (p„) là cấp số cộng. 
Đa«i — Đa = (0n ¿¡ — Ua (0a ¿¡ + tạ) = dịu 
dz0) 
Vậy (S„) không là cấp số cộng. 


¡ + uạ) không là hằng số (do 


"+ 


b) Gọi q là công bội của cấp số nhân (u,), q >0. Khi đó với mọi n e N*, ta có : 


Đan _ Ung Du (không đổi) 
Đn 4un 
Đn+i t2 +1 2 ô Si 
= = q“ (không đổi) 
Sạn uậ ¬ 


Từ đó suy ra các dây số (p„) và (S„) là cấp số nhân. 
BŨ. Cho dãy số (u„) xác định bởi uạ = 3 uà u„,¡ = đua + 6 uới mọi n 3 1. 

Chứng mình rằng (u„) uừa là cấp số cộng, từa là cấp số nhân. 

Ta chứng minh uạ = 3 (1) với mọi n bằng qui nạp 

Với n = 1 ta có u¡ = 3: (1) đúng 

Giả sử uy = 3 ta chứng minh uy „ ¡ = 3 

Thật vậy ta có u„„¡ = Juy +6=3+6=3 

Vậy uạ = 3, Vn > 1 do đó (u,) vừa là cấp số cộng công sai d = 0 vừa là cấp số 

nhân công bội q = 1. 

BL. Tìm hiểu tiên công khoan giếng ở hai cơ sở khoan giếng, người ta được biết : 

- ỞcơsởA : Giá của mét khoan đầu tiên là 8000 đồng uà bể từ mét khoan 
thứ hai, giá của mỗi mét sau tăng thêm 500 đồng so tới giá của mét 
khoan ngay trước nó. 

~Ởcơsở B: Giá của mét khoan đầu tiên là 6000 đồng uà bể từ mét khoan 
thứ hai, giá của mỗi mét sau tăng thêm 7% giá của mét khoan ngay 
trước nó. 
Với mỗi số nguyên dương n, kí hiệu u„ uà u„ tương ứng là giá của mét 
khoan thứ n theo cách tính giá của cơ sở A uà cơ sở B. 

a) Hãy tính uạ, uy Ua, Uạ. 

b) Chứng mình rằng dãy số (u„) là một cấp số cộng uè dãy số (u„) là một cấp 
số nhân. Hãy tìm số hạng tổng quát của mỗi dãy số đó. 

e) Một người muốn chọn một trong hai cơ sở nói trên để thuê khoan một 
giếng sâu 20 mét lấy nước dùng cho sinh hoạt của gia đình. Hỏi người ấy 
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nên chọn ở cơ sở nào, chất lượng cũng như thời gian khoan giếng của hai 
cơ sở là như nhau ? 
d) Củng câu hỏi như phần c), uới giả thiết độ sâu của giống cần khoan là 
25 mét. 
'4A¿ 
a) u¿ = u¡ + 500 = 8000 + 500 = 8500; 
uạ = u¿ + 500 = 8500 + 500 = 9000 
vạ=vi+vi.0/07 =vi(1 + 0/07) = vị. 1,07 = 6000. 1,07 = 6420; 
Vạ =Vvạ+vạ. 0,07 = vạ(1 + 0,07) = vạ. 1,07 
= 6420. 1,07 = 6869,4 
b) Theo giả thiết của bài toán, ta có : 
u¡ = 8000 và uạ„¡ = uạ + 500 với mọi n > 1 q) 
vị = 6000 và vạ„¡ = vạ + vạ.. 0,07 
= vạ(1 + 0,07) = vạ. 1,07 với mọi n> 1 (2) 
Từ (1) suy ra (u„) là một cấp số cộng với công sai d = 500 và số hạng đầu 
u¡ = 8000. 
Số hạng tổng quát : u„ = 8000 + (n - 1).500 = 7500 + 500n. 
Từ (2) suy ra (vạ) là một cấp số nhân với công bội q = 1,07 và số hạng đầu 
vị = 6000. 
Số hạng tổng quát : v„ = 6000. (1,07)"! 
e) Kí hiệu A;o và Bạo tương ứng là số tiền công (tính theo đơn vị đồng) cần 
trả theo cách tính giá của cơ sở B. Từ kết quả phần b) ta có : 
Aa¿o là tổng 20 số hạng đầu tiên của cấp số cộng (uạ). Do đó : 
20.(2u¡ + 19d) 
Am. 
Bạ là tổng 20 số hạng đầu tiên của cấp số nhân (vạ). Do đó : 
q20 & 20 
2 “5= _apng, 1-00. 
1-q 1-1,07 
Từ đó, nếu cần khoan giếng sâu 20m thì nên thuê cơ sở B. 


= 10. (2. 8000 + 19. 500) = 255000 


= 245972,95392.. 


đ) Kí hiệu A¿; và Bạ; tương ứng là số tiền công (tính theo đơn vị đồng) cần 
trả theo cách tính giá của cơ sở A và theo cách tính giá của cơ sở B. 


Bằng cách tương tự như ở phản c) ta tính được A;; = 350000 và 
Bạ; = 379494,22629... 


Do đó, nếu cần khoan giếng sâu 25m thì nên thuê cơ sở A. 
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[ Bài TẬP TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN 


58, Môi khổng định sau đây đúng hay sai : 
ga) Tôn tại một cấp số nhân (u„) có u; < 0 uà u;s > 0. 
b) Nếu các số thực a, b, e theo thứ tự đó lập thành một cấp số cộng có công sai 
khác 0 thì các số qÊ, bŸ, e° theo thứ tự đó cũng lập thành một cấp số cộng. 
e) Nếu các số thực a, b, c theo thứ tự đó lập thành một cấp số nhân thì các số 
d°, bỂ, c° theo thứ tự đó cũng lập thành một cấp số nhân. 
«z4 2v 


` .- 1 
a) Sai vì —5 = q”9 >0 
u5 


b) Sai chẳng hạn 1, 2, 3 là cấp số cộng nhưng 1, 4, 8 không là cấp số cộng. 
e) Đúng vì nếu a, b, e, là cấp số nhân công bội q thì các số a”, bŠ, c° là cấp số 
nhân công bội qẺ. 


B3. Cho dãy số (uạ) xúc định bởi u, = 5 Dò t„ = 0„b¡ + 2n tới mọi n 2 3. Khi đó 


tu;o bằng : 

(A) 1274,5 (B) 2548,5 

(C) 5096,5 (D) 2550,5 
«z4 ô¿ 


Ta có uạ ~ uạ_¡ = 2n 
= tạo = (go — 0ạa) + (tạo — 0ạg) +...+ (0y — Uy) + uy 


= 2(50 + 49 +....+ 2) + F =8. S051 + 0,5 - 2= 2548,5 
Chọn (B) 
5M, Cho dãy số (u„) xác định bởi : 
uy =—1,uạ= 2n. uạ ¡ uới mọi n >9. Khi đó u„ bằng : 
(A)2!9. 11! (B)-2!2. 11! 
(G)2*..11! (D) - 2!9. 11!9 


ST 
=(2.112. 10)..(2.2).(-1)= -919.111 
Chọn (B) 
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55, Cho dãy số tuạ) xác định bởi : uị = 150 tà uy = tạ ¡ — Ở tới mọi n 3 3. 
Khi đó tổng 100 số hạng đầu tiên của dày số đó bằng : 


(A) 1ã0 (B) 300 (C) 29850 (D) 59700 
rô 
Ta có uạ - uạ.¡ = — 3 
:» (u,) là cấp số cộng công sai d = - 3 
Sipg = —a = õ0(300 - 297) = 150 
Chọn (A) 
5B, Cho cấp số cộng (tu„) có uy = 2001 tà u; = 1995. Khi đó u;ọo; bằng : 
(A) 4005 (B) 4003 (C) 3 (D) 1 
° Ÿ>ảd ô¿ 
„ Jui+4d=1995_ (d=-2 
Tacó + =3 


(uy + d=2001 ” Ìu¡ = 2003 
= U0iooy = uy + 1000d = 2003 - 2000 = 3 


Chọn (C) 
BỊ]. Cho cấp số nhân (uạ) có u¿ = ~ 3, u; = 54 
Khi đó tổng 1000 số hạng đầu tiên của cđp số nhán đó bằng : 
_ 91000 1000 _ 1000 _ _ 1000 
(A2 : (œ Š : (:Š . đây — 
4 2 6 6 
› 
e7z4 A¿ : 
Ta có u; = u;dŸ, u; = uạq 
ạ 54 2 
3 
= =—=-37—=q=-3,uy=- 
q -5 q - 
gì 1 1000 2 1-1000 ï+ 1000 
kh9Š ng, 2y se —— 8 te TS 
1-q 5" 4 6 
Chọn (D). 
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§1. DÃY SỐ CÓ GIỚI HẠN 0 
f TÓM TẮT GIÁO KHOA 


1. Định nghĩa dãy số có giới hạn 0 : 

Dây số (u„) có giới hạn 0 (hay có giới hạn là 0) nếu uới mỗi số dương 
nhỏ tùy ý cho trước, mọi số hạng của dãy số, kể từ một số hạng nìo đó 
trở đi, đều có giá trị tuyệt đối nhỏ hơn số dương đó. 

Khi đó ta uiết : 

tim(u„) = 0 hoặc limu„ = 0 hoặc u„ -> 0 


(Kí hiệu "limu„ = 0” còn được uiết ” lim u„= 0", đọc là dãy số (Lạ) có 
SỬ Ân n-e 
giới hạn là 0 khi n dân đến uô cực). 


Chú ý§ : 
g) limu„ = 0 © limlu„| = 0 
b) lim0 = 0 


2. Một số dãy số có giới hạn 0: 
Định lí 1: 
Cho hai dãy số (u„) uà (0„) 
Nếu lu„| < uạ tới mọi n uà limuạ = 0 thì limu, = 0. 


Định lí 2 : 
Nếu lạ| < 1 thì limq" = 0 


PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


Í. Chứng mình rằng các dãy số uới số hạng tổng quát sau đây có giới han 0: 
_1)n h 
(-1) : T— e) cosÊn. 
n+õ n+ỗ *n+1 


” 


(-1)° 
n+5 


† 1 NI: „I(=1)® 
n+ 


a) Ta có 
n+ð 
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b; Ms : < Ệ và ml =0 = limẺ25 ~ọ 
n+B| n+5 n n n+5 
|cos2n s 1 « _ ] cos2n =0 


1 
——— „lim— =0 = lim——— 
vn +1 ⁄n +1 n vn ⁄n +1 
B.. Chứng mình rằng hai dây số (u„) tà (0ạ) Uới : 


1 „ _ (=])"eosn 
._ n°+] 


MHn= , 
"` nn + 1) 


có giới hạn 0. 


dù 


1 1 _ 
Tacó luại = 4` ta NmỀ =0 = limu, = 0 
nín+l) n n 
II lê (=1)" cosn| _ lcosn | _ 1 + 1 Tn 1 =Ð 
z n?+1 n?+1 n?+1 n2 n? 


= limv, = 0 
3. Chứng mình rằng các dãy số (u„) sau đây có giới hạn 0 : 


{-Ð" - 
2n+1 


g) uạ = (0,99)" ; b) uạ= 


2á 


a)Tacó I0,99I < 1 nên limu, = lim(0,99)° = 0 


" n 
= 1 ‹§ „lim 2) =0 
2"+1 2 2 


(—1)" 


b) luại = 
& 2"+1 


= limu, = 0 
Hi 
Sin—— 

5 


n n 
-lm “(tbÏ Ảnh]! 
(101)" 1,01 1,01 


= limu, = 0 


e) luại 


W Cho dãy số (u„) uới uạ = —— 


an 


a) Chứng mình rằng th, : uới mọi n. 
trụ ở 


"n 
b) Bằng phương pháp qui nạp, chứng mình rằng 0 < u„ < B Uới mọi ". 


©) Chứng nuình rằng dãy số (u„) có giới hạn 0. 
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2/ả¿ 


a) Ta có : Un+† “ca n _„1 n+l1 


un —gn1 an 8 n 
1 


= 1 + 1) +2 vn g1. 
3 n3 
b) Rõ ràng uạ > 0, Vn > 1. 


" 
Ta chứng minh uạ < B (q1) 


Với n = 1 ta có uạ = 
Vậy (1) đúng với n = I 


Giả sử (1) đúng với n = k, tức là ta có : 


u¿ (theo câu a/) 


ốm... 
=wa*3-|3) "|§) 


Vậy (1) đúng với n = k + 1 nên (1) đúng với mọi n. 


n n 
©) Ta có 0 < 0, < ) = luyl ‹Í§) 
3 3 


n 
Mà H =0 =limlu,l = 0 = limu, = 0 


Ehit đ6i1g sã 


fy BÀI TẬP LÀM THÊM 


Chứng mình các dãy số tu„) sau có giới hạn 0 : 
2sinn + đeosn 
Q) lụ.S ————————; 


3" 
„= 5 h b) uạ = 
nh +1 


: 9n 
Hướng dẫn :n > 1: 2" 92..2 4 
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§2. DÃY SỐ CÓ GIỚI HẠN HỮU HẠN 


Ẩ,IÓM TÁTI GIÁO KHOA 


1. Định nghĩa dãy số có giới hạn hữu hạn : 
Dây số tuạ) có giới hạn là số thực L nếu limtw„, - L) = 0. Khi đó tạ ciết : 
lim(u„) = hoặc limu„, =LL — hoặc u„ạ -> L 


Dày số có giới hạn là một số thực goi là dãy số có giới hạn hữu hạn. 


9. Một số định lí : 
Định lí 1 : 
Giả sử limu, = L. Khi do : 
q) lim lu„l = LUI cà lim Nu, -ÑL; 
b) Nếu u„ > 0 dới mọi n thì L > 0 cả lim ((u„ = ÝL 
Định lí 2 : 
Giả sử limu, = L, limte„ = M cả e là một hàng số. Khi đó : 
lim(uy, + Cụ) = + M 
lim(fu„, - 0„)=L-M 
limtu,. 0U = LM 
lim(cu„) = cÙ 


N. Z 
lim—— =—— tnểu M z0) 
Dn 


3. Tổng của cấp số nhân lùi vô hạn : 


S=u¡+ tuy + uịq +... .— tới lại <1 
mộ. / 


[PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


5. Tìm các giới hạn sau : 


_1)" ( gỉ 
ø) lìm| 2 + lu ý b) Iim| ninền - 1Ì; 
n+2 4n ) 
e) Theme h d)lim”” cá 
"n n+1 
10" 


a) Đặt u, = 2 + 


n+3 
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<2v#ImE= 0 


đ) Chia tử và mẫu uạ cho 4° ta được : 


x8 
limu, = lim—— = 1 vì lim] =0 
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Tacó luạ-2l= 
n+2 n n 
= lim(u, -2)=0  = limu, = 2 
bì BA. TT 4 
4n 
Ta có lụ, + 1 < P2  š_Í và HmềL ~o 
án 4n 4n 
= lim(uạ + 1) = 0 = limu, = - 1 
lở) HH: = lim(1 - 33 = lim1 - T= ri] 
n n n 
Tứ (1#) 1vỄŠ limi+fmC 1+0 
d) lim 1ˆ lim ° =lim Ta ——— tự =1 
sào n(1+—) 1+— liml+lim— +Ö 
n n n 
B. Tìm limu,„ uới 
n? -đn+5 -8n?+n+2 
g8) tạ “——————¡ b)uy==——————; 
2n? —1 3nÍh+5 
2n? —n 4n 
€)ưy=———m-—; đ) uy=————. 
"` 1-8n? "98m „an 
n?(1-Š+-^) ph 
a)Tacó uạ =lim = ra = lim—® ¬ 
n?(2-——) 2-—= 
n n? 
: NI Co EG -j 
% kisilkoe tong — ï —1-0+0 1 
lim3~ lim Hợp 
n2 
XI seo, +8 0 
b) limu, = linm——R—— = lim = “h =0 
n#(3+——) 3+— 
n 
- _ ST 
Ñ. mÔ [hy ng 3 
€) limu, = lim—“®—P~ = lim 5 —5ˆ - ^ =0 
2(_— -8) đu 9 
nh 


1. Cho dãy số (uạ„) xác định bởi : 
tu = 10 0à uạ,= “" + 3 tới mọi n > 1 
5 
ñ š : ` & 15 „. đc 8 
a) Chứng mình rằng đây số (tụ) xác định bởi tụ = ty — Pï là một cấp số nhân. 


b) Tìm limu, 


r3, 


⁄4( 
Thay tụ = Vụ +. Vào ta được : 
lộ 8 1 


1 
Vayi/= gửn + Ni - ã Ca mm vn 


a)Tacó Vn¿i =Un¿¡— 


Vậy (v„) là cấp số nhân lùi vô hạn với công bội q = : 


b) Ta có wz0 S210 2= 
4 4 4 
25 (1101 

V.=V HỈ  e lạc 

Bộ HH + _\5) 


8. Cho một tam giác đều ABC cạnh a. Tam giác A,B,C, có các đỉnh là trung 
điểm các cạnh của tam giác ABC, tam giác A:B;C; có các đỉnh lò trung 
điểm các cạnh của tam giác A,B¡C,,..., tam giác A„,¡B„,¡C„„, có các đỉnh là 
trung điểm các cạnh của tam giác A„B„C„... Gọi Dạ, Đạ,..., Dạ,.... Uà Sạ, S„,..., 
Sạ,. theo thứ tự là chu uì uà diện tích của các tam giác A,B,C,, AsB;€;,.., 
AaB,C,... 

g) Tìm giới hạn của các dãy số (p„) tà (S„); 
b) Tìm các tổng : pạ + Dạ +...+ p„ +... Uuà S¡ + S¿ +...+ S„ +... 


4áá 


aÿTa tố: (uy s 3a. đa _ 3a 3a 


È XU 0Ð, le: Ji. án, s- 
(chứng minh bằng qui nạp) 


a 
+—+* 
2 


m1... LÀN 
Vì lim — = lim - | = 0 nên limp, = 0 
2n 2 


2 
= vs Diện tích tam giác A:B¡©; là 8S; = : 


Diện tích tam giác ABC là S = 


Bằng phương pháp qui nạp, ta chứng minh được rằng diện tích tam giác 


3 n 
A,B,C, là S„ = Ê “h 
4 4 
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1 n 
Vì tim 2] = 0 nên limS, = 0 


b) Ta có (pạ) là cấp số nhân lùi vô hạn có công bội q = = đo đó : 
2 
Đìị 
Đị + Đạ +...+ Dạ +... =  = 2p = 3a 
1= 
2 


(8a) là cấp số nhân lùi vô hạn có công bội q' = ï do đó ; 


2 
S¡ + S;¿+ ...+ Sạ + =5 sẽ 8. v3 
TIẾP = 3 3 12 
4 


8. Biểu diễn các số thập phân uô hạn tuần hoàn sau dưới dạng phân số : 
d) 0,444.. ; b) 0,2121... ; c) 0,32111... 


» 


a) Ta có : 0,444.. = 0,4 + 0,04 + 0,004 +... 


1 
Ki TẾ LÊ DI SẺ. Dinh 
10 10? 103 10 10 j ¡ 1 9 
10 
b)0,2121. =0,21+ 0,0021+.. 
1 
31 Z1 1 1 i0 „51 7 
=——+—-...-= ——+—r..|=21. =—=— 
10? 10! ly 103 ¡1L 99 38 
10? 
2 
©) 0,82111.. “ 108 * 1086 ° T00 18 )* 1088 16) *z 
100 1000 10010) 1000 \10 


32 1 1 32 1 289 


F100 1000 1 100 900 900 
10 


IŨ. Gọi C là nửa đường tròn đường kính AB = 2R, 
C, là đường gồm hai nửa đường tròn đường kinh =..- 


€¿; là đường gôm bốn nửa đường tròn đường kính ^. 
€„ là đường gồm 2" nửa đường tròn đường kính Sạn 


Gọi p„ là độ dài của C„, S„ là diện tích hình phẳng giới hạn bởi C„ uù đoạn 
thẳng AB. 
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ai lính p„ cà S„ 
bì Tìm giới hạn của các đây sở tp„) tả (S„! 


ai Tacó pạ=2". 


bj limp, = xR; limS§, = 0. 


sa š 
[BÀI TẬP LÀM THÊM 


LÔ Tùn các giới hạn sau : 


-Š31f! m8 Ä đói 
a) lim| 3+ 13h |; b) Mu z 
n+l ] 3n+ 1 
ĐS:a!3; b) si 
3 
8B. Tìm các giới hạn limu, tới : 
-n? +đn? —1 3đ.a" 
1 
ĐS:a)-—; b)0 
2 
3. Tìm tổng của cấp số nhân : 
a)8, 4,2, 1, __ j b) khai =. h 
2 2-1 9-42 


ĐS :a) 16; b) 4+ 3/2 
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§3. DÃY SỐ CÓ GIỚI HẠN VÔ CỰC 


[TÓM TẮT GIÁO KHOA 


1. Dãy số có giới hạn + : 
Định nghĩa : 

Dãy số (u„) có giới hạn +z nếu uới mỗi số dương tùy ý cho trước, 
mọi số hạng của dãy số, kể từ số hạng nào đó trở đi, đều lớn hơn số 
dương đó. 

Khi đó ta uiết : 

lim(u„) = +» hoặc mu, = ++z hoặc uạ -> % 

Chú ý : limn = +z, limVn = +>, limẪÍn = + (k e N*) 

2. Dãy số có giới hạn -z : 
Định nghĩa : 

Dãy số (u„) có giới hạn —= nếu uới môi số âm tùy ý cho trước, mọi số 
hạng của dãy số, kể từ số hạng nào đó trở đi, đều nhỏ hơn số âm đó. 

Khi đó ta uiết : . 

lim(u„) =-sœ — hoặc limu, = -+ hoặc uạ -> —Z 
Định lí: 


Nếu lim luạ| = +> thì lầm. =:Ð 
tin 


8. Một vài qui tắc tìm giới hạn vô cực : 
a) Qui tắc 1: „ 
Nếu limu„ = +s uà limu„ = +s thì lim(u„u„) được cho trong bảng sau : 


| my | ñmụ —. lim(uap,) 
+ + +® 


b) Qui tắc 2 : 
Nếu limuạ„ = +> 0à limuạ„ = ÙL # 0 thì lim(uạo„) được cho trong 
bảng sau : 
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Cư [MT mm— 


+œ 
+~ 
-œ 
-œ 


©) Qui tắc 3: 
Nếu limu„ = L # 0, limu„ = 0 0à tạ > 0 hoặc 0„ < 0 bể từ một số hạng 
nào đó trở đi thì lim “h được cho trong bảng sau : 


+ 
+ 


[PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


ÍL Tìm giới hạn của các dãy số (u„), uới : 


đ) tạ = — 2nŸ + ẩn + ð ; b) uạ = Jän“ + õn) ~7n 
a) Ta có uy = nổ(- 2 + +) 
n 
" : § 5 
Vì limn = +e và lim(- 2 +——+——) =-2<0 
HP mẽ 


nên limuạ = -® 


B 7 
~:## . 
b) Ta có ty = n8 |3+ Ỹ 
Án. $ ỗ. 7 
Vì limnÝ = +œ và li 3+—--y =v3 >0 
nn 


nên limu, = + 
fÊ.Ô Tìm giới hạn của các dãy số (u„) uới : 


d1 0 12 -8n3 +3n-2 „ bồn lở ŸnŠ ~7n3 —õn +8 
. 3n-2 í ` n+12 
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°đ4/ — 


"(2+ - ng) #1 nh Vai 


2 3 
a) Ta có K_—À _—_HM' H/.. H TẾ. 
L7” ¿ Si Liabẩ3 SE ï 
nề n# nề nŠ 
3 2 
Vì Hư -8+ S ~ ]= ~ 2.<0 


và lim ¬; ng ]= 0 ần ~8> 0 : 
n2 n? 


nên limuạ = - 


b) Chia tử và mẫu của phân thức cho n, ta được : 


7 5 8 
nj1-—-—+- 
3 nỗ 6 
Ủy = 
Lên 
n 
V limn31 c2 .x 
5 "nh 


nên limuạ = + 
f. Tìm các giới hợn sau : 


q) lim(2n + cosn) ; b) tot nể - 8ginBn + 5). 
a) Tacó 2n + cosn = n(2 + Ko 
n 


|cosn| 
n 


1 cosn 
< Ö Hm l0 =s HmEeen =0 
n n n 


Dođó lim(2 + KH =2 >0 và limn = +z 
n 


Suy ra lim(2n + cosn) = + 


b) lim n? - 3sin2n + 5ð) = m2 ~ An cŠ Ji=c ‡øb 
2 n n2 
vì limnŸ = +œ và limC ĐỀ De = = : >0 


f Chứng mình rằng nếu q > 1 thì lừmq" = +z. 


„{Ặ/ — 


"n 
Ta có "SH = 0 (do q > 1) mà q > 0 nên limq” = +z 
q 
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(.. Tin: giới hạn của các dãy số (u„) tới : 


tỦ No E C ỉ b)u, =2" -48". 
2 
¡ID VY 
MP) 
a) Chia tử và mẫu cho 3° ta được : uạ =——————— 
2" ¡„Y 
I-0) 
"H r n "ì 
Iimi+(JÌ |<1>6 và ñm|(2Ì -( 3| |~o;z -i>o 
3 E c3 
nên limuạ = + 
n 
bá ca L3) a 
3 
2w 
lim 3" = +z và li H -1|=-1<0 


nền limu, = - = 


(BE. Tìm các giới hạn sau : 


a) lim n?+4n-5 b) gm +nÝ -3n-2- 
3n3 +n2 +7” 4n? +ồn? +9 ` 
/ 4 >ẽ TẾ " 
e) D1 ^E22450-4CGE2 Ỹ d) - 7Ú tớ: —. THẾ 
2n?-n+3 7+Jã" 
"!(Ệ +zz~zz] 1,4 _ 5 
vì s 3 3 Kê) 29x 7-40 ng, 
 — an... ma. non 
ủn” tn +7 n![3+ +5) 3+-+— 
nỗ nỗ 
nh(t+ 2 -sz -z] 
nỗ+n“-3n-2 _, ; nỶ nỗ 
b)1 5 : = limn 
4n” +6n? +9 n!(4+ +] 
nề 
(3-2) 
=limn®_—" n RẺ =+< 
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mm. “ha P'3òz 
= Ð 
e) thu ĐH Lưng n" _lim 3 nˆ_v2 
2n?-n+3 2 1. 8 z1. 8 9 
n“|2-—+-c 2-—-+—= 
2 ñ :at 
d) Chia tử và mẫu cho 5" ta được : 
n 
ŠÌ «ø 
3n" -2,0n 5 2 
lim Ec —————=-- 
7+g.õn lê 3 
E +3 
5 


(Ï. Tìm các giới hạn sau : 
g) lim(8nŠ - 7n + 11) ; b) limd9n' -n? +n+2 ; 
e) limÑ 1+ 2n — nŠ ; d) limý2.3" -n+2 


a) lim(3nŠ ~ 7n + 11) = limn$(3 - m + ¬)* =+œ 


vì limn TA ống VI: 
m nề 


b) limV2n* -n? +n+ 2 = limn?. 


limn = +s và li 


vì 
e) limŸ1 + 2n —n3 = limn _ 

"nh n 
Ẫ Ẫ 1 2 

vì limn = + và li tr gal=¬1<0 
n n 

d) 2.3" -n+2 = (/3)" la-+= với mọi n. 

2 


s.... là R : 
lim— = 0 (xem bài tập 4) và HN =0 


vì 
` n 2 
nên lim |2- +—.={42>0 
g" an 
Ngoài ra lim(V3)" = +œ. Do đó limV2.3" -n+ 2 = + œ 


(R. Tìm các giới hạn sau : 


g) lim({n? +n+ 1-n) 
Hướng dẫn : Nhân uà chia biểu thức đã cho với ýn2 +n+1+ tý 
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b) lim 


1 
vdn+2-jn+1 
Hướng dẫn : Nhân từ uà mẫu của phân thức đã cho uới Jn+ 2 + Jn+ 1 


€) limtJn? +n+2 -n+ 1) đ) hố 2: = 
3n+2 -42n+ 1 
2 _ 
e) lim({n+ 1-dn)n ; Ð Hi” +1 Ÿh + 
đn+2 


` 2 —n? 
a)Tacó lim(wVn?+n+l1 -nh = lhgC- 283 926 > Tam k5 


Vn?+n+l+n Vn2+n+l+n 


im 1 =limVn+2+vn+1 
X*n+2-Ýn+1 n+2-n-1 


= lim(Ýn + 2 + Ýn + 1) = +» 


e_ limwWn2+n+2-vn+1)= li "=1... E::êno, 
n n2 Ýn n2 
"`... 


b) 


đ) - lim vần + 2 + ý2n + 1 lIimVSn+2+V2n+1 
“Ưng: 2 Tan. 3n+2-2n-1 + n+l1 


e) limvWn+1-n).n=lim—D—— 


TỶ 
va 
#Hm he“ ciiuvn =: =ẽ= 
a+1+vn | 1 
1+—+l1 
n 


vì limvn = + và NH===— = 


+ 
l 2 
1w Ã vĩ 
n 


>0 
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._Vn2+1-Vn+l1 
lim———————— = 


[ 1 IE 1 
1 tội Tin tha) 
2 


Ð ng lim 
Sài n(3+—) 
n 
l 1 IH 1 
1l+—-.Ì-+— 
sim _ñnẺ. Tủ R8 „1 
s+2 k 
n 


f8. Tổng của một cấp số nhân lùi uô hạn là : tổng ba số hạng đầu tiên sửa nó 


là h Tìm số hạng đầu uà công bội của cấp số đó. 


Tacó S=-Ù1~5() 
1-q 3 
tị + ú # 0y = tạ(1 + 4 + 6) = TC (1) 
ưI 3a. _ 39 
—-(l-q)=— (2) 
BS Lái 25 
5 39 2 
Thay (1) vào (2) ta được : ~(1 - qŸ) =—— = 
y q1) (2) HC ro q) sp : 
Từ (1) suy ra uị = 1. Vậy tụ = 1, q =2 
BŨ. Bóng tuyết Vôn Kốc A 


Tu bắt đâu từ một tam giác đều ABC, 
cạnh a. Chia mỗi cạnh của tam giác ABC 
làm ba đoạn thẳng bằng nhau. Trên mỗi 
đoạn thẳng ở giữa, dựng một tam giác 
đều nằm ngoài tưm giác ABC rồi xóa đáy 
của nó, ta được đường gấp khúc khép kín H,. Chia mỗi cạnh của H, ›ôi xóa 
đáy của nó, ta được đường gấp khúc khép kín H;. Tiếp tục như uậy, a được 
một hình giống như bông tuyết, gọi là bông tuyết Vôn Kốc (hình uẽ. 


8B e 


ø) Gọi pạ, pạ,..,p„ là độ dài của H,, H,,..., H„... Chứng mình rằng (p„)là một 
cấp số nhân. Tìm limp„. 

b) Gọi S„ là diện tích của miền giới hạn bởi đường gấp khúc H„. Tím S„ uà 
tìm giới hạn của đãy số (S„) 
Hướng dẫn : Số cạnh của H„ là 3.4". Tìm độ dài mỗi cạnh của H, từ đó 
tính p„. Để tính S„ cần chú ý rằng muốn có H„.; chỉ cần thêm uìo một 
tam giác đều nhỏ trên mỗi cạnh của H,„ 
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F là 


a) Số cạnh của Hạ là 3.4". 
Độ dài mỗi cạnh của H, là = 


n 
Do đó độ dài của H, là p„ = 34 = 34 2) 


3 
Vậy dây số (pạ) là một cấp số nhân và limp, = + + 
bac sử , a?ý3 
b) Diện tích tam giác ABC cạnh a là S = ¬—= 
8.-8 e ›|Š) bì 
9 3 


Bằng phương pháp qui nạp, ta được : 


b S (41 
S,-8,., =4" 1, 3| sx}" = B 
, lế Là 3 .*9 


Cộng từng vế n đẳng thức trên, ta được : 


2 n-1 
S.-8=5 + 5 Ì* š 5) te+Š |5) q) 
3 3\9 3\9 3 .\9 


Vế phải của (1) là tổng của n số hạng đầu tiên của cấp số nhân lùi vô hạn có 
số hạng đầu là s và công bội là h Tổng của cấp số nhân này là : 


lš)¬5 ` 


s4 5 
9 
Do đó lim(S, - 8) = 
2 
Suy ra lu, xS ¿B« 8S_ 8a°V5 _ 2/3, 
b) 5 5 4 5 
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E BÀI TẬP LÀM THÊM 


L Tính các giới hạn sau : 


. Ñn“+1 
g) lim—————————; b) lim(Jn? + 1—jnŠ - D) ; 
(a+ 1n~8(nỀ + 1) ĐPNENE 1À SN SHÀ 
, 4g +7n+1 
e) im———————. 
286" +7" 


Đáp số : a)- 3; b)0; eœ)7 
8. Tính các giới hạn : 


q) — ị b) hmỀT ; h e) limÑhn ; 


3) li TH ==) ©) TH n3a 
J1 "Van Ms. +n 24 2n j 
Hướng dẫn : 
1_sinn 1 ,. sinn 


đ) -—< <—, lim——= 
nn n n 


c) Áp dụng bất đẳng thức Côsi : 
1<Wn=Wdxjni.. <2 tn-2H¡.2, 
1 % 1 
dn?+n vn? +k 


n 1 1 1 
+ +..+ 


n+2  dn?+n 


2n-I\Ì_ 12 35 (2n~1(2n+l) 1 __3 
h 22142” (ôn?  '2n+l 2n+1 
1 


_. 
Ýn 


.. (k = 1, 2,..., n - 1) 
n 


<1 


% 
+ 
bì 
% 
+ 
_~ 
g 


3. ChoS=1+q+dq?+..+ lại <1 
T=1+Q+Q?+.. lQI <1 
A=1+qQ+dq2@? +... 

Tính A theo S uà T 


ST 
Đáp số:A = TÔ T— 
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B. BII HẠN PỦA HÀM SỐ - HÀM SỮ LIÊN T0 


§4. ĐỊNH NGHĨA VÀ MỘT SỐ ĐỊNH LÝ 
VỀ GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ 


f TÓM TẮT GIÁO KHOA 


1. Giới hạn của hàm số tại một điểm : 
Định nghĩa I : 

Giả sử ta; b) là một khoảng chứa điểm x„ tà ƒ là một hàm số xác định 
trên tập hợp ta; b) \ Ix„J. Ta nói rằng hàm số ƒ có giới hạn là số thực L 
khi x dần đến x„ thoặc tại điểm x„) nếu tới mọi dãy số tx„) trong tập 
hợp tq; b) \ fx„J ttức là x„ € ta; b) cà x„ # x„ tới mọi n) mà lim xụ = xạ, ta 
đều có limƒflx„) = L. 

Khi đó ta tiết : 

im +) = L hoạc htx) —> L khỉ x => xạ 
Định nghĩa 2 : 

e Giá sử hàm số ƒ xác định trên khoảng ta; +x). Ta nói rằng hàm số ƒ có 
giới hạn là số thực L khi x dẫn đến ++z nếu tới mọi dãy số tx„) trong 
khoảng (a; +z) thức là x„ > a tới mọi n) mà limx, = +x, ta đều có : 

linffx„) = L 
Khi đó ta uiết : 
lìm ƒx) = L hoặc ftx) -> L khi x —> + #z 
e Các giới lui , 


lim fx) = +x, lim fx) = -x, lim fx) = L, 
x -+ơi v>~Z 


vẴ*z 


lim ffx) = +» uà - lim fix) = - > được định nghĩa tương tự. 
ve 7 


voz 


2. Một số định lý về giới hạn hữu hạn : 
Định lí 1: 
Giả sử limffx) = Luà linftx) = M(L,M e R). Khi đó : 
xo, 


xu 


a) lùn{ftx) + gix)}= L + M; 
— 


b) lừn[ffx) - gtx)} = L - M; 
x—Ye 
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€) ml). g+x)]=L.M 
Đẹ biệt, nếu e là một hằng số thì ầm L[effx)] = =.cL; 


dđ) Nếu M z 0 thì JHm—— ƒœ) _. 


x¬xug(x) M 
Định lí 2 : 

Giả sử lun Ñx) =L, khi đó : 

ga) N TT IEI; 


b) lim ÑƒƑ() = Ÿ; 


c) Nếu ft) > 0 uới mọi x e ở \ IxạJ, trong đó J là một khoảng nào đó 
chứa x„ thì L >0 uà lim Jƒ(6) =ÝL 
xo. 


P,PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


BL. Áp dụng định nghĩa giới hạn của hàm số, tìm cúc giới hạn sau : 
x?-8x-4 


)—————; b) lim: 
x+1 ;^>N\5-x 
2 = 
gì Wdlew-. Lm lồ NÓ TS Ề Tế QR SN CẢ  —ư „ á 
x+1 x+l1 
Với mọi dãy số (xạ) trong R \ |-1] (tức x„ z - 1, Vn) mà limxạ = - lta có : 
2_-3@x_ 
limftx,) = limQ„ - 4) = ~ 1 4 = ~ 5. Vậy lim “——^* ~ : -5 
x 
Si 1 
b) Tập xác định của hàm số f(x) = = (—z; 5) 
p {5-x 
Với mọi dãy (xạ) trong (—s; ` \ HỊ sao n limxạ = 1, ta có : 
1 1 
limffx,) = lim. =. Ì vậy lim == 
" ð-Xn ^>ýJÐ-x 2 
Bề. Cho hàm số ffx) = guạ2 uờ hai đãy số (x'„), (x„) tới : 
* 
CN LẠC _ 
Sa Âm OEEESGSE= 
2nn (2n+ ĐỆ 


g) Tìm giới hạn của dãy số (x'„), (x”„), (ffx'„)) uà (ffx”„)); 
b) Tôn tại hay không lim cụnT ? 
rx^Đ x 
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„đá — 
a) Tacó limxj = HẾ^ =0 
2nr 


limx”„ = TỤC GA =Ø; 


(2n+1)“ 
2 


' 


limf(x'.) = limcos2nr = 1; 


limf(x"a) = limeos(2n + ĐỀ =0 


b) Vì lim f(x'a) # limfx"a) nên không tôn tại lim cosk 
xo x 


B3. Tìm các giới hạn sau : 


_xð 
a) lim (8xÈ + 7x + 11); b) lim———————; 
xo? x>1⁄2x - 1)(x1 -3) 
€) tin x[1~SÌ: đ) lim Vx -3 Ỳ 
x0 x x¬99y _-x2 


4 +đx —1 
› lỉm lx?®~41; lim |——“—. 
3 Ð E9 | zyz-—1 


a) lim (3x? + 7x + 11) = lim3x? + lim7x + lim 11 
x2 xo2 x¬2 x2 
=38.2?+7.2+ 11=37 
-Š 
bị IS 
x^1(2x-1)/(x'-3) -2 


e) lim x(1 _ï= lim (x- 1)=- 1 
x¬0 X xo0 


Jx-8 „. vxK-3 1 1 


————=-Ìim ——— = -— 
+9 -x(x-9) x+9x(jx+3) 54 


x'+3x-1 |2++32-1 
0 lim|————— - =⁄3 
x>ÄÏ 2x?-1 922 -1 


EM Tìm các giới hạn sau : 


4. 4 #_ 
a) tí 3x” -x đến b) 1 2x? +7xỞ - lỗ : 
.¬—_-mœ 2x3 = x¬-= xÍ“+1 
._wWx8+2 ._ Vx8+2 
e) lim ? đ) lim - 


xo+m 3x3 _— ] 
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xã 8.1.1 3.51... cl 
S: x?-x+7 x x? xổ se. Ö 
a) lim = lim - lim Š_*X—X= =0 
x¬_—m 3_1 x-s Ắ: x-= 1 9 
*(2-„5) 3¬ 
X x 
ƒ 18 # 315 
4 
4 L x (2+—--.) 2+—--r 
TT ng ca BI 2 PHUNG 
+1 S0 <Ênc S  Đ 
x4 
[3 x3 „mẽ 9c 
x°+2 S xồ : 1 
©) lim 1T lm—==t lim =1 mg 
y1 ®*? 3(3-——) Mr. dc bo 3 
x? 


d) Với mọi x < 0, ta có : 


= - -x3 Kị = ^ 
đe, TV xẽ x J1 véế” 


3x3 -1 3x3 


ñ— 
xổ 
2 
co 
6 5 
Do đó : ng < ĩm-——° = 
xe>-z 3x2 ~1 x-»-Z 1 3 
Lan 
xã 


E8. Tìm cóc giới hạn sau : 


7 
a) lim KT, b) lìm ï.. 
xe-> 8x? -x+ở xa n x) x2 


«4, — 


H 
a) Ta có im, .> 
8x?-x+3 
xủx 
b) lim —————=s= lim — 
y2 + _x xe: 
vay cư. tong lo) J1 
x x? x x? 
vì lì -== 0 và Nmẽ===z=i 
b  Ng x-+m GTG Tạ 
x #? 
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[Š,BÀI TẬP LÀM THÊM 


Tính các giới hạn sau : 


x3-4x?+x+2  JXŸT<x 
d) lim ———>————— ; b) lim —————; 
x >1 x?-9x+9 xo^0 2x 
Ÿx -—1 W1+x —1 
Ăe) lim ƒ đ) lim 
t *!#y -J +0 x 


Hướng dẫn : 
a) x” - 4X” + Xx+ 2 =(x - 1)(x?— 3x - 2). 
Đáp số : 7 


d) Đặt t = W1 + x và áp dụng : th— 1 =(t- 1)(t971 + t?2+.. + + 1) 
Đáp số : + 
n 


Tỉnh các giới hạn : 


mì ` _ 
8) lim : : h} ND. St 
xin -Ị lu _ 
Đáp số: a)"”; bị nữ =1) 
n 2 


Tính các giới hạn : 


dx”+1 


8) lim ———————; b) lim (x- Jx? +5x); 


_-NHPPE= ai # na 
©) lim (Jx?+1-Ÿx3~1) ` 


+. 


Đáp số : a) 3; bọ -Ế; c)0 
2 2 
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§5. GIỚI HẠN MỘT BÊN 


f1óM TẮT GIÁO KHOA 


1. Giới hạn hữu hạn : 
Định nghĩa I : 

Giả sử hàm số ƒ xác định trên khoảng (xạ; b) (x„ c R). Ta nói rằng 
hàm số ƒ có giới hạn bên phải là số thực L khi x dẫn đến x„ (thoạc tại 
điểm x„) nếu uới mọi dãy số (x„) trong khoảng tx„; b) mà lim, = x„ ta 
đều có limf[x„) = L. 

Khi đó ta uiết : 

lim ffx) = L hoặc ffx) -> L khi x —> x¿ 
xo 
Định nghĩa 2 : 

Giả sử hàm số ƒ xác định trên khoảng (q; xạ) (x„ e R). Ta nói rằng 
hàm số ƒ có giới hạn bên trải là số thực L khi x dân đến x, (hoặc tại 
điểm x„) nếu uới mọi dãy số (x„) trong khoảng (q; xạ) mà limx„, = x„ ta 
đều có limƒtx„) = L. 

Khi đó ta uiết : 

lim ffx) = L hoặc ffx) -> L khi x —> xạ 

x¬xz 

Nhận xét : 
1)Nếu lim ffx) = L thì hèm số ƒ có giới hạn bên phải uà giới hạn bên 


xo, 
trái tại điểm x„uà lim fx) = lim ƒfx) =L 
x¬*%, 


9) Ngược lại : 
Nếu lim ƒffx)= lim ffx) = L thì hàm số ƒ có giới hạn tại điểm x„ 0à 
.¬*xc xo 
lim ƒf{x) = L 
x.¬, 


2. Giới hạn vô cực : 
1) Các định nghĩa lim ƒx) = +©; lim ƒffx) =-=, lim ƒfx) = + 0à 
x¬%g x¬*x. x¬*ý 


lim fx) = - œ được phát biểu tương tự định nghĩa 1 tà định 


x¬*#ộ 


nghĩa 2. 


2) Nhận xét 1 uà nhận xét 2 uẫn đúng đối uới giới hạn uô cực. 
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[PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


BE. Áp dụng định nghĩa giới hạn bên phải uà giới hạn bên trái của hàm số, tìm 
các giới hạn sau : 


q) th NK =4 b) lim (j5 —x + 2x); 
“>> .c- 

Ă©€) lim ` đ) lim ` , 
x>3' x-Ở x¬#x-Ở 

a) lim ýx- =0; b) lim (Vỗ-x + 2x) = 2.õ = 10 
x1" x 

©) Hữm —2- = + sÉM x s BÍ; đ) Em, =2=z© z0Vx< 8) 
x¬3' x-3 x3 x-3 


B1. Tìm các giới hạn sau (nếu có) : 


, ly-~2Øl ".— : = 
a) lim - 5 b) lim = câi e) thư” cả 
x^?' x—2 x2. x-9 x>2x_— 
a) Với mọi x > 2, ta có lx - 2l = x- 2. Do đó : 

-9I & 
HH la BmŠ"2„ Huy 1e 


xe? X-2 xo2xX-2 x2" 
b) Với mọi x < 9, ta có lx - 2l =2- x. Do đó : 


¬.^: 4 = Ẫ 
lim ' = lm T = lim -1 = -1. 
x^2 X-2  x©>2Xx-2 xô? 
=5] „ -9I XY tê -2I 
e) Vì lim =3 # lim Š z nên không tôn tại tayŠ z 
x x-2_ x2 x-2 x>2x-2 


BB. Tìm các giới hạn sau : 


a) lim x+24x b b) lim 5 
x»0'" x-⁄x x>2 \J2-x 
x?+3r+2  Vx2~-7x+12 
€) Ủ đ) lim 


lim ———— TỶ 
x(-Ð" xJ xố x.# ˆ x28. jg_x? 
444 


a) Với x > 0, ta có : 


x-x x@x-1) vx-1 


: 2x 
tì im 
x0" x~jx  x20/x-1 - 


, 4-x?_ (2-x)\(2+x) 
b) Với x < 2, ta có : =-————— =(x+2NW2-x 
42-x 42-x 
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4-x? 
2-x 


Do đó lim 
x2“ 


€) Với mọi x > — 1 


= lim (x+2)J2-x=0 
. 


dx5+x* x3ý/x+1 x? 
2 / 
D46: ta 2 2, mạ K3) 
xo(-1* x5 +4 x1" x? 
đ) Với -3 < x< 3 
dx?-7x+12 {3-x\4-x) v4-x 
v9-x? {3-x\(3+x) 3+x 
.,Ô_ Wx?-7x+l2 1 6 
Do đó lim ———————=-==_—— 
x3 Í9-x? *⁄@e 6 
2lxl-I tới x <-2 
89. Cho hàm: số : fix) = 
Ẳ2x? + 1 cới x > -9 
Tìm lim fx), lim fxì tà lừmn fx) tnếu có) 
x—(-2) x¬i-P)' .-2 


3z 


Tacó: lim fx)= lim (2lxlI --1)=2l-2l-1=3 


x¬(-8! x¬(-9) 
lim = lim v2x?+1= 
xo(-21 xex(-20 


30. 7ìm các giới hạn sau : 


a) lờn Ix - 8l; 
x33 


: x3 
e) lừm ắ 
x¬-I x2 -3 
ý -x3- 
e) CÁ BC -uẾt S..Ê, 


x—-2 9x2 +xư g 


x1? x?+Ðy 22422 8 
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3= lim fx) = 3. 
xa-2 


b) lim 


.2 


đ) lim 


xe.3 


bì) đâm, 


x?+tx+] 


x?°+92v 


s|J2xx + 1) 
x?-68 ` 


2lx+1l-ãyx? -3 
2x+ở l 


' 2lx+1l-BVx?-3 2-5 


f lim ————————= = 
x2 2x+3 -4+3 
3L. 7ìn: các giới hạn sau : 
3 4_ 
aJ lim X Y2? bị Ẩm TQ 
x¬-2 x?~-29 x3 2x? -3x—9 
4- 4ĩ= = 
HUẾ cớ =¡ dỳ tụ SÓ C16 
x^-? x2 +6x+8 xoi x2? _-x3 
„ãk — 
Tư ,. xl+9/J2 .. x?+tV90 
aI Ta có lim, : = lim = 
xa? x?-9 x—-v2 v° -t/212 
- lắm È t⁄2)(x2 - xV2 + LI lim Xx?-x2+2_ -3/2 
x+-2 - (x+V2)(x-V2) x»-J#  x- V2 2 
: x4 -27x ,_ Xx-3)\(x?+3x+09)„. x(x?+3x+9) 
b) lim ——————= lim = lim = 
x>32x?-3x-09 x>3 (x-3\2x+3) x3 2x+3 
: xi ~16 .. (x?-4)x?+4) 4 (x-2(x?+4) 
©) lim = lim = lim = -16 
x>2x?+6x+8  x^-2 (x+2l(x+4) xe»? x+4 
._ M]-K+Xx-]l , V]l-x-(1-x) ,„_ l1=1-x 
d) lim = lim = lim =1 
xo x?-xŠ x1 IxI1—x xe» IxI 
38, Tìm các giới hạn sau : 
a) lừmn E . cj ;b) lim SH „ 
.¬+e |(9x2 —-1)(x3 +tx) 9y? ¿xố 
mị 2 
e) tha” Cư 2X với lừm (tx + DỈ——; 
_ 9x+ở x..*z 9xvf+x2+1 
44 
: 2x5 +x3-1 5 
8) im Ty) TINxa X hà, "KH n6 
(2x  -1)(x” + x) “Ủ—-2 g1+-Š) 
x? x? 
bị lim 2Ixl+3 = liã 2Ixl+3 ¿-/iới -2x+3 =9 


FT MEN. vn 
xétxtB BiD+ + S ~h.ệx 
x LŠ xX x 


©e)x2+x>0{©>x<- 1hoặc x>0 
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Với mọi x < - 1, : 


` “...= AT: 
ý 2 
Do đó lim *Š 1 
*+®  2x+3 2 


đc. š 
33. Cho hàm số: fix) = |Y Và A3bc SN kẻ 
4x-3 uới x >2 
Tìm lim ƒfx), lim fx) uà lim ƒfx) (nếu có). 
.x¬2 x2 x2 
= 


Tacó lim fx)= lim (4x - 3)=5 
xo? xo? 


lim fx)= lim (x?- 2x +3)= 
x2: x2 


Vì lim fx)z lim fx) nên không tổn tại lim ftx). 
xo2' x2 ˆ x2 


fR, BÀI TẬP LÀM THÊM 


2x-1 „, 
nếu x >1 


Cho hàm số ffx) = 
5x +3 nếu x < 1 
Tìm lim ffx), lim ƒffx) uà lim fx) tnếu có) 
.T x1 xe.l 
x3~1 
Cho fx) = 4 x-—1 
ax +2 nếu x < 1 


nếu x > 1 


Xác định a để tôn tại lim fx) 
1 nếu x<3 
Cho ffx) = 4 ax + b nếu 3<x <ð 
3 .nếu x>5 


Tìm a, b để tôn tại lm ffz) uà lm ƒx) 
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ĐS:a=1 


ĐS:a=1;b-2 


§6. MỘT VÀI QUI TẮC TÌM GIỚI HẠN VÔ CỰC 


[1M TẮT GIÁO KHOA 


Định lí : 
Nếu Ruui lfx)l = +z thì TH S22 = =0 
x¬xuf(x) 
Qui tắc 1: 


Nếu dim ffx) = +>~ tù im Bí) = L+0thì lim [fx)gtx)}) được cho 
Y sưu 


rong bằng Sau : 


lim fix) 
xo, 


Dấu của L im [fx)gt+)l 


Qui tắc 2 : 
Nấu VN = =Lz0, âm, g(x) = 0 uà g(x) >0 hoặc g(x) < 0 uới mọi x e J\[xgJ; 


JỞlà khoảng chứa xọ thì lim được cho trong bảng sau : 
og(x 


[PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


3M Tìn các giới hạn sau : 


q) lim, (8x) — 5x? + 7) ; b) hầm 2x -3x + 12 


a)Tacó lim (3x3 - 5x? + 7)= Em Sa 1z 
xe xŠ 2< x. xã 
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vì lim xỞ= - œ và lụnG—Š+- J=§»0 


x¬-= xo-= x x? 


b) lim V2x“ -3x+12= im xi JB—- vệ = +” 
xoa+e xo+e= xì xí 


vì lim x?= +œ và lm lồ--5 +2 = 4Š» 0 
x+œ x>+el x3 


35. Tìm giới hạn sau : 


a) lừn ĐÁ KÁ, b) lim cái, 
x¬?' x-2 x+) v-ỡ 
N SMí À 
€) th Š~cÿ Ì: d) lim Ỷ : . | 
x¬Ñx x?) t +?) (x-2 xˆ-4) 
a) lim ải 
x+2' x-2 
vì lim (2x + 1)=5, lim (x- 2)=0vàx- 2»>0,1⁄x >2. 
x¬23ˆ x3!" 
by lũp “ ei- 
x2 x-9 
vì lim (2x + 1) =5, Jum (x-2)=0vàx-2<0,Yx<2 
xo 
c) lim (-ø)" IIHẾDP =-x 
x>0(x x2 x^Ö x 
vì lim (x - 1)= - 1<0 và lim xÝ = 0, x>0 Vx+z0 
x 
Ả -~ 
đi Thu |—- 1 ,|_ ipyŠ*?=3. mm.Štf -ă 
x3? (x-2 x?-4)j) x32 x?-4 x»+?2x?-4 
vì lim (% + 1)=3, lim (x? - 4)= 0 và xỀ - 4< 0 với - 2 <x<1. 
xe? x 
36. Tìm các giới hạn sau : 
2 PS 
a) lim s ._ 
xe +2 x2 +] 
„4 — 
5 
3 x21--^) 1¬ 
a) lim = lim xỶ KỈ = lim x Zã =+* 
—* x¬+zr xe-+zr 
X tị} XE vada —) `. 
x x 
Đà 
vì limx=+œ và lim *X—=1>0. 
x->+m x+~e Nã 
x? 
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. x? — T— 
b) Với mọi x < 0, ta có *X—= * 
1-2x 1 2 
x? x 
vì lim |1--— =1, lim ~xj” 0 và `. 2 ‹:Ùivới mgi % siõ 
x-»-œ x3 x—-= X x2? x 
*.- 
nên lim CS  t Vấn 
.¬—= Ï-9x 
31. Tìm: các giới hạn sau - 
2 g 1 
a) lim Sở xế it b) Nữ —— 
x*1ll(x-~12 2x -đ3) v*l'y - 1)\\x” -3x +2) 
- ‹ ( ¿ 3 
a)Tacó lim ==+Z và lim Kệ ĐÔ 3<0 


xel (x =l12 


mm... 


x+l2x-3 -I 


Dođó lim! = 
xel|(x—1J8 9x -8, 

& 

b) 5 z 1 = 5 

(x-10(x?-3x+2) (x-1)? x-9 
vì lim = +z và lim =-B<0 

x^l(x-1) x>lx-9 

5 
nên lim =-# 


x+*l(x-1)(x? -3x + 2) 


f, BÀI TẬP LÀM THÊM 


{L. Tìm các giới hạn sau : 


a) lim (-8x) + 4x” - 2x + 1); 


..... 


j -1 
€) lim 
xr lI-x 


ĐS :a) +; b) + ; 
8. Tìm các giới hạn sau : 


x —2 
ga) lửn ———————— 
x>-1 ( + 1)?(x 2” 


ĐS :a) +; b) ~ 


b) lim J2vf—2x -1 
—. 


d) lim “=1 

xi l-Yx 
j =% ; đ) +x 
b) lim Š 


x¬-l (x+ 1)(x? 3x + 3) 
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§7. CÁC DẠNG VÔ ĐỊNH 


f TÓM TẮT GIÁO KHOA 


—————— 


Khi giải các bài toán uê giới hạn, ta có thể gặp một số trương hợp 
sau đây : 


1. Tìm hm) trong đó lim ƒÌx) = lim g(x) = 0 
g(œ 


hoặc lim fx) = + z, lim g(x) = + 
9. Tìm lun[ffx)g(x)], trong đó lim fx) = 0, lim g(x) = +~z 


8. Tìm lim{ffx) - g(x)), trong đó lim ffx) = lùm g(x) = +z: 
hoặc lim fix) = lim g(x) = -z 


(Khi x —> xạ hoặc x — X¿, X —> Xạ, X => + #Z, x —y —#:), 


Tương ứng ta có các dạng vô định sau : 


—; —; 0>; L- 


[PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


38. Tìm các giới họn sau : 


` 2 = 
a) lim Š h b) lim “L5 SỔ 
x»2x?-4 x¬©8)' (x+3)° 
2x? +ấx -3 , VdxJ+1-1 
e lừn ————————, đ) lim —————— 
x¬t-3- (x+Ø)? x+Ð x2+x 


„ đ/ — 


a) Dạng h ta phân tích tử và mẫu ra thừa số : 


._ x)-8_,. (x-2Á(x?+2x+4) , x?+2x+4 
lim = lim = lim =3 
x^2x?-4  x»2  (x-2)(x+9) x2 x+9 
._ 29x?+5x-3 .. (x+8X2x-1) , 2x- 
b) lim ———————= lim ———_—= lim ———<=- 
x¬(-8*° (x+3)? x¬(-3"ˆ  (x+3)? x¬3*ˆ x+3 
._ 2x?+Bx-3 ._ (x+3)(2x-1) ._ 94-1 
©) lim ———————= ————=—= =x+x~ 
x—(-3)” (x+8)2 x—(-3) (x+3)2 x¬(©-3) x+3 
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vì lim (2x-1)=-7<0và lim (x+3)=0;x+3<0 
x(-3)! x-+t-3)! 


3 x3 xã 
-_¬ 
x "+ = lim c 


d) lim = lim 
XOỔ X2 tx - **Dx(x¿1)(ýx2+141) *?*O(x+L)ÝxÖ+1+1) 


38. 7'ìm các giới hạn sau : 


2x? +x-10. ._ V2x?-7x +12 


can 08v) x¬*®t  đlxr17 
4¿¿/ 
2, 1 19 
2+x- LÌN 
MỊ lim *X xX =0 
x¬+= 09-83 x+z 9 
_ 3 
x 


b) Với mọi x # 0, ta có : 


lý. đá 7 12 
Ï CS, bu, b2 
2x? -7x+12 _ xIÍ? }L xẼ ` x xÊ 


3lxI-17 Ixi a_17 a.1? 
IxI IxI 
2_- 
Do đó lim 2x 7x +12 _ ý2 
xo—=  3lxI-17 3 


MŨ. 7ìm các giới hạn su : 


ø) lim (x2 + n2 h b) lim (x + 2) TH 
x—»(-1)* 2-1 x+£= xở +x 


» 


a) Dạng 0. 
Với x > - 1 đủ gần - 1 (- 1< x< 0) ta có : 


*_—=0-x+ BIẾT TỦ 
x?-1 x1 


(Ở + 1) =(x-x+ 2)(x + 1). 


= lim (x+1) lim (x?- x + 1) — 4U ĐỘ 2 
x¬t-1)' x¬(-1J x-] 
b Dạng 0. 


= 2 
lim œ+2)| ... = lim  = Đ—U im 
x->+mo x3+x xe+z x2+x x 
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MỊ. Tìm các giới hạn sdu : 


.-..x 
4) lim dx” +1~z); b)1ngÝ 2S =#” =4 


a) Dạng œ - œ 6 
Hmidx2+1<sjz mốc: lìm=—T 


==———¿Ù 
x¬+e x¬+e.ÍY2 +1+x 3319 V2 + X + X 
0 
b) Dạng — 
n 5ọ 
nụ 2x? “Á „ uy —— SE-K S1. 2x-x?—1 
xôi x?-x 1 x(x — Hư. x? 
= lim -x -1Ẻ TA = =g 
X>Ì x(x ~1)(J2x - x? Xu =— +1 
MĐ, Tìm các giới hạn sau : 
3 * 
a) lim thi củ) |, b) lim * KH e) Hit Š đ, 
x¬^0Ì\x x2 x¬^-2 x+9 v+9 9. 
1s... an g 4 _.ấ„ FEwv' 
đ) DI Em in, e) lu SE Ð tìm — 
“ă v —...r. vàn a+4 
a) bm [ + ; Ì= BgŠ TP = sz 
x¬>0Ìx x2 xe x 
vì lim (x + 1)= 1>0, lim xŸ = 0 và x > 0, Vxz0 
x0 x>»Ù 
3 LG 
by Bài 5=” UP 5X — 1Ã), tu g. 8x» dy« {ð 
x>-2 x+9 x—>-2 x+9 x>-9 
se 8K 1 1 
©) lim = lim =— 
x^9 0x x?98g+jx 6 
đ) HS „ Jng 2S, =N SG 
x30 x x^0x(2+J4-x) *^02+/4-x 4 
xà xe ven 
e) lim X =+x 
x-e++z 
„ 1005 
te: x? li xÍ1+= 
Ð Với x<0,tacó: "5Š 1Ê-_ TL x . TL xX” 
x+4 x+4 „4 
x 
| 1+4 
vì Hán x.ICS 2 i=srtB lim {1 +-^) = 1 nên Nữ S2 -~g 
x-»—œ x4 x-~ * XS SỜ g4 
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W3. Ti các giới hạn sau : 


ø) lim # t8, b) lim -Ý5 =2, 
.. EÓ ET-TRPTR-, 
= 5 : 
e) lim XŠ Sa đu t&+1~1 
+? x50 mm 
3 ga ¬ 
dua mi: ŠẺANG „ 6i:/5ME” -sýi L9) „X)- giã tử 
3-x (x+3)(Ý3 - x) V3 —x 
với x # -3. 
3 
Do đó : lim X t33_ 9 _ 33, 
xo-3 8-x? 2/3 2 
+ JE=P DA S7 aỹ 1 1 
b) lim = lim = lim u25 
xo4x2 4x x+4x(x-4) *24x(dJ/x+t2) 16 


e) lim _— lim im E =+œ 
xi! x2-x xl" XX—l) x>1'x⁄x~1 h 


Vx?+x+1-1 x?+x+1-1 tiệc x+1 


1 
d) lim ——————— = lim————— =-Ìim —_—— =- 
Xroh x>0ax(dx2+x+1+l1) 3*2Jx?+x+1+1 6 


4M, Tìm các giới hạn sau : 


: 2x3 +x ._ lxhýx2?+xz 
a) lừn x\|—————— : b) lim ———————; 
x¬-=* [x5 -x2+Ø x¬-=  x+10 


4 2. B_ 
Đý:lDmUES SE d) lìm (2x2 +1+x). 
xa+= 1-3x x¬a-z 


» 


a) Với x < 0, ta có : 


2x)+x —- lxị 2x3+x - Jx?(x)+x) _ 
xỗ-x?+3 x5-x?+8 xð-x?+3 


x^-s  x+10 x^-=  x+10 
~x—X. 1+2 —1-,j1+— 
= x = X.~_ 
xm, x+10 x—-m 10 Ẫ 
1+— 
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++x2-~ 5 xế 
e) lim = `. *— - limx 5 * 
x¬+e = xe ~ 4c 
x x(~ ~9) : <.ử 
x % 
1 1 
2+—-— 
Ã và 
vì Jm x= +z và LH .0 7 
x-*>+œ 2 
-2 
Xx 


2 -w2 
d) limd2x2+1+xi= lim -X-X - lm — XU 


x¬~°[2y2 + x —x S5 0h bì“ 
X 
x+1 


= lim -——————=+zvì lim(-x- 1)+z 
x¬-z 


x—-œ= 1 
2+—+1 
x 


WS, Tìm các giới hạn sau : 


_ dx2+x-x ` v1-x 
a) lim ————————, b) lim x————————; 
.¬0" x? t2! 9V/1-x+1-x 
= #_ 
e) lim s... Sì Hạ ĐC 
x¬3 jJ27_x3 ta? x2 -Øy 


dx?+x-Ýx 


= lim 


b) lim =... Hu==——=re 
x>l 9 /1-x+1-x x>l9‡/1-x 2 


3—x lim (ý3-x)? v3-x 


= lim 


x¬8ˆ J2 -x3 3# j(-x\(x?+3x+9) x23 x?+8x +97. 
d[x - 2)? + 2x + 4) +Ð9x+4) _.. 1|x?+2x+4 
= lim = lim—J|————— = 


ủy HN ŠS = 


x¬' xÃ -ÐN Sx¬g' x(x -2) x>2'X x-9 


E, BÀI TẬP LÀM THÊM 


Tìm các giới hạn sau : 


: vXx--3 ấ x?+x+2-ý2 
g) lim ỉ b) lun ————————, 
x3 x? -ổrx xo # 
e) lim ({x?+x +*x); đ) lim So 
x¬>~= x¬4' Jy3 —64 
ĐS :a) +e; b) _ dê d) 0. 
Ỉ Ề 242 ` cS ï 
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=+# 


1 
x0" x? x+' x?(ýx2 rEn SN v TẾ tu Lư 


§8. HÀM SỐ LIÊN TỤC 


[TÓM TẮT GIÁO KHOA 


1.Hàm số liên tục tại một điểm : 
Định nghĩa : 
Giả sử hàm số ƒ xác định trên khoảng (q; b) uà x„ e (a; b). Hàm số ƒ 
được gọi là liên tục tại điểm x„ nếu : 
lim ffx) = ffx„) 
xo, 
Hàm số không liên tục tại điểm x„ được gọi là gián đoạn tại điểm xạ. 


2.Hàm số liên tục trên một khoảng, trên một đoạn : 
Định nghĩa : 
a) Giả sử hàm sổ ƒ xác định trên tập hợp ởJ, trong đó .J là một khoảng 
hoặc hợp của nhiêu khoảng. Tu nói hàm số ƒ liên tục trên dJJ nếu nó 
liên tục tại mọi điểm thuộc tập hợp đó. 


b) Hàm số ƒ xúc định trên đoạn [a; b] được gọi là liên tục trên đoạn [a; b} 
nếu nó liên tục trên khoảng tq; b) tà : 


lim ƒffx) = fa), lim fix) = fb) 
xa" xeab 


Định lí 1 : 
Các hàm số lượng giúc y = sinx, y = cosx, y = tanx, y = cofx liên tục 
trên tập xác định của chúng. 


3.Tính chất của hàm số liên tục : 
Định lý 2 : (Định lý oê giá trị trung gian của hàm số liên tục) 

Giả sử hàm số ƒ liên tục trên đoạn [a; b]}. Nếu ffa) + fb) thì uới mỗi số 
thực M nằm giữa ƒffa) uà fb) tôn tại ít nhất một điểm e e ta; b) sao cho 
ft) =M. 

Ý nghĩa hình học của dịnh lý : 

Nếu hàm số ƒ liên tục trên đoạn [a; b} 
uà M là một số thực nằm giữa ƒfa) uà 
ƒftb) thì đường thẳng y = M cắt đô thị 
của hàm số y = ƒfx) ít nhất tại một 
điểm có hoành độ e e (a; b). 
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* Hệ quả : 
Nếu hàm số ƒ liên tục trên đoạn [a; b} uè ffa) ffb) < 0 thì tôn tại ít 
nhất một điểm c e (a; b) sao cho ƒfc) = 0. 
Ý nghĩa hình học của hệ quả : 


Nếu hàm số ƒ liên tục trên đoạn [a; b] 
0à ffa)ffb) < 0 thì đô thị của hàm số y = ftx) 
cắt trục hoành ít nhất tại một điểm có 
hoành độ c e (q; b). 


B PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


a) Xét tính liên tục của hàm số tại một điểm : 
- Tính fx,) và ầm ftx). Nếu im f(x) = fx,) thì f liên tục tại xo. 


- Nếu hàm số có giá trị tuyệt đối hoặc là hàm số "lắp ghép" ta sử dụng liên 
tục một bên. 


s Tính fx,) | fx) và lim Ẩ(x) 


x¬*x. 


Nếu vhm, fx) = = lim f(x) = fw„) thì f liên tục tại Xạ 


.¬, 
b) Tìm các điểm gián đoạn của hàm số : 
Ta tìm xạ sao cho : 
e f không xác định tại x„ hoặc 
e f xác định tại xạ nhưng Ra f(x) không tổn tại 
ef xác định tại x„ tổn tại F..4 f(x,) nhưng Ji" f(x) # fxq) 


W. Chứng mình rằng : 
3 
a) Các hàm số [fx) = xŸ —x + 8 uà g(x) = “5 

* 


— : liên tục tại mọi điểm :  R. 
+ 


x?-8x+2 3z 

b) Hàm số fx) = |— y8 SUx “4› — liên tục tại điểm x = 9. 
1 uới x =2 
x'-1 Ới x # 1 

e) Hàm số ƒx) = | y1 Th*nh gián đoạn tại điểm x = 1. 


2 Uới x = 
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a) Hàm số f{x) = xỶ - x + 3 xác định trên R. Với mọi x„ e R, ta có : 
um Ñx) = Jim 0 —X+3) = xổ - Xạ + 3 = Ẩ,). 


Vậy f liên tục tại điểm xạ. Do đó hàm số f liên tục tại mọi điểm của R. 
Chứng minh tương tự, hàm số g liên tục tại mọi điểm của R. 
b) Với mọi x # 2, ta có : 
8s : = 
fx)= x 3x+2_(x 1Xx 2T 1 
x-3 x-2 
Do đó lim Ấ(x) = lim (x- 1)= 1=f(2) 
x2 x2 

Vậy hàm số f liên tục tại điểm x = 2 

©) Với mọi x # 1, ta có : 


8_ -1)(x? 
Ñuj= 1 _(x-1l(x xa TỦ _ ổ à gi ạ Í, 


Do đó lim Rx) = limG@Ẻ + x+1)=3z2=ft1). 
¬ = 
Vậy hàm số f gián đoạn tại điểm x = 1. 


WJ. Chứng mình rằng : 
g) Hàm số ƒx) = xf - x? + 2 liên tục trên R; 


s 1 
b) Hàm số ffx) = 
41-x? 
e) Hàm số ftx) = d8 -2x? liên tục trên đoạn [-8; 2]; 
đ) Hàm số ƒfx) = 2x - 1 liên tục trên nửa khoảng Ễ ae] 


liên tục trên khoảng (—1; 1); 


“ 
a) Hàm số f{x) = x' - x? + 2 xác định trên R. Với mọi x„ e R ta có : 


Jim = lim (xế -x? +9)= x4 -x? + 2= fXq) 
xe». .. 


Vậy fliên 2. tại x„ nên f liên tục trên R. 


b) Hàm số f xác định khi và chỉ khi : 
1-x?>0œ€ầ-1<x<l1 
Vậy hàm số f xác định trên khoảng (-1 ; 1) 


Với mọi xạ e (-1; 1), ta có : Jà Ñx) = Jịm —— =fữ,) 


= == mm 
Vậy hàm số f liên tục tại điểm xạ. Do đó f liên tục trên khoảng (-1; 1) 
e) Hàm số f(x) = Ý8- 2x? xác định trên đoạn [~2 ; 2] 
Với mọi xạ e (-2; 2), ta có : Jim f9) =8-2x2 = ffxq) 


Vậy hàm số f liên tục trên khoảng (-2; 2). Ngoài ra, ta có : 
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lim f() =8- 2(-2)2 = 0 = f{-2), và lim fx) = J8~ 2.2? = 0 = f\2) 
x(-2)" xit- 

Do đó hàm số f liên tục trên đoạn [-2; 2] 
d) Hàm số ftx) = 2x -1 xác định trên nửa khoảng lš m2) 


Với xạ 4§»~)t có Jim ƒ@&)= Jim v2x—1 =Jj2xạ-1= Ñx,) 
nên hàm số liên tục trên khoảng (š=>] 


Mặt khác ta có lim fx)= lim V2x- =0=f) 
3” 1” 
xe^— xo- 


3 2 
Do đó hàm số f liên tục trên nửa khoảng |š“>) 


MB. Chứng mình rằng mỗi hàm số sau đây liên tục trên tập xác định của nó : 


2 
a) fax) = CC, b) fx) = J1~x +2~=x 
“ 1ị 


a) Tập xác định của hàm số f là R \ $} Hàm phân thức hữu tỉ f liên 
tục trên tập xác định của nó, tức là liên tục trên các khoảng (—z; -? 
và cải +) 

L2 


b) Hàm số f xác định khi và chỉ khi : 
1-x>0 
©x<l 
la >0 
Do đó tập xác định của hàm số f là (- z; 1] 
Với mọi xạ e (-; 1), ta có : 
dịu fx)= Jim tỶ1- x+v2-x)= V1-xạ +2- xo = Ñx,) 
Vậy hàm, số f liên tư trên khoảng (->; 1). Ngoài ra 
Jim fx)= lim 1- x+⁄2-x)=1=fÑ1) 
Do đó băm số f liên tục trên (— z; 1] 
W8. Chứng mình rằng phương trình : x'cosx + xsinx + 1 = 0 có ít nhất một 
nghiệm thuộc khoảng (0; m) 


2 


Hàm số f(x) = x?cosx + xsinx + 1 liên tục trên đoạn [0; m|, f0) = 1> 0, 
fứr) = 1 - x2 <0. Vì f0).f(1) < 0 nên theo hệ quả của định lí về giá trị trung 
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gian của hàm số liên tục, tồn tại ít nhất một số thực c e (0; x) sao cho 
f(c) = 0. Số thực e là một nghiệm của phương trình đã cho. 
BŨ. Clng mìính rằng : 


(x+1)?®ưuới x<0, TH, 
5 gián đoạn tại điểm x = 0. 


a) Hàm số ffx) = 
x“ +2 ướix >0 


UỚI x <S ] 
b) Mỗi hàm số g(x) = Jx ~3 uà h(x) = |Š — 


—— tới >] 
* 


liên tục trên tập xác định của nó. 


“.?. 


a)Tacó lim fx)= lim (x?+2)= 2 


x0" x+0" 


lim f(x)= lim(x+1)® =1 
x=+0 x0 


Suy ra hàm số f gián đoạn tại x = 0 
b) Tập xác định của hàm số g(x) = ýx - 3 là [3; +). 
Với x, > 3 ta có Jim g(x)= lim ýx-3= xạ -3 = g(x,) 
—%s xo, 
nên g liên tục (3; + +), ngoài ra : 


lim g(x)= lim ýx-3= 0 = g(3) 
x3" xoa" 


Vậy g liên tục trên [3; +) 


| _ với x<1 

* Tập xác định của hàm số h(x) = 4 c4 là R 
= với x >1 

x 
Rõ ràng h liên tục trên (->; 1) và trên (1; +>) tại xạ = 1 ta có : 
1 +1 
lim h(x)= lim ——-=-]; lim h(x)= lim —= - 1 
xel x©l X~- xel x>l' X 


2 lim h(x)= lim h(x)= h(1) = h liên tục tại x = 1 


xel 


Vậy h liên tục trên R. 


BL Giải thích uì sao : 
a) Hàm số ffx) = x°sinx - 2cos°x + 3 liên tục trên R; 


3 : 
b) Hàm số g(x) = =_==.._= liên tục trên R; 
2simx +Ø 
ti = #uyŠ 
e) Hàm số hí(x) = KẾ s ĐH —0g8 4 liên tục tại mọi điểm x # km, b e Z. 
xsinx 
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a) Với mọi x„ e R, ta có : 


lim x? =xã, yửm Sinx = sinx, và Jm CoSX = c05X, 
x>x, 


(vì cập hàm số y = sinx và y = cosx liên tục trên R) 
Do đó : 
Jimfx) = lim 'GỞsinx — 2cos?x + 3) = x2sinx, - 2cos2x„ + 3 = Ñx,) 
Vậy hồ "số fliên t iyo tại mọi điểm x„ e R. Do đó hàm số f liên tục trên R. 
b) Tập xác định của g là R 
Với mọi xạ e R ta có : lim xỶ =1: và Sinx = sinxu, im €OSX = C08X, 
xẵ + — +Sinxo _ gxÓ 
sinXxe +3 
Vậy hàm số g liên tục tại mọi xạ e R. Do đó g liên tục trên R. 
c) Tương tự b/ Vx„ # kx, k e Z 


Do đó limg(x) = 


(2xe + 1)sinxe - ceos3x¿ 
XoSinXo 
Vậy hàm số h liên tục tại mọi xạ e R. Do đó h JẠn tục trên R. 


BB, Chúng mình rằng hèm số ƒ(x) = x? + x + 3 + 
x#~— 


lim h(x) = = h(x,) 
xe xe 


5 tiện tục trên tập xác 


định của nó. 


Tập xác định D = R \ (2) 
Với mọi xạ # 2, ta có : 


lim Ñx) = xi + Xạ¿+ 3+ = 5 = fx„), suy ra f liên tục tại mọi xạ # 2 
xe.xXe. 


° 
nên f liên tục trên tập xác định. 
BẦ. Chứng minh rằng phương trình x + x + 1 = 0 có ít nhất một nghiệm âm 
lớn hơn - 1. 


Hàm số Ẩx) = xŸ + x + 1 liên tục trên đoạn [-1; 0] có f~1) = - 1 và fO) = 1. 
Vì f-1)f(0) < 0 nên theo hệ quả của định lí về giá trị trung gian của hàm số 
liên tục, tổn tại ít nhất một điểm c e (-1; 0) sao cho ft(e) = 0. Số e là nghiệm 
âm lớn hơn - 1 của phương trình đã cho. 
` tư 
EL. Cho hàm số :fx) =| ý 0x #0 
Ỉ ~1 uới x =0 


a) Chứng tỏ rằng f-1)ƒ2) < 0. 
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b) Chứng tỏ rằng phương trình fix) = 0 không có nghiệm thuộc khoảng 
(-1; 39) 

e; Điều khẳng định trong b) có mâu thuần uới định lý vê giá trì trung gian 
của hàm số liên tục hay không ? 


° 4 — 
aTacó f-l)=-1; R2) =2 
=f(-1).f(2)<0 
b; Vì f(0) z 0 với mọi x e R nên phương trình f(x) = 0 không có nghiệm. 


c¡ Điều khẳng định trong b) không mâu thuẫn với định lí về giá trị trung 
gian của hàm số liên tục vì hàm số f gián đoạn tại điểm x = 0 e [=1; 2] 


ÍÖ, BÀI TẬP LÀM THÊM 


{da Vẽ đồ thị hàm số y = " Ỹ b) ƒ có liên tục tại x = 0 không ? 
x 


2x nếu0<x<1 


2-x nếu 1<x <2 


m 


Xót tính liên tục của hàm số y = fx) = | 


Hướng dẫn : Đụ f0 =2; lm f9 = 1 = ƒ gián đoạn tại x = 1 
xl” xi1" 
3. Tìm các điểm gián đoạn của các hàm số : 
x? -1 nếu x #0 x 
œ) fx) = h b) fx) =——. 
] l nếu x = 0 €08x 
M_ Định a, b để hàm số sau liên tục trên R 
b/ nếu x<3 
fx) = Jax + b nếu 3<x <5 
3 nếu  x >5 
Hướng dần : 
« Tạix,=đ: lim Ñ£) = lim fx) = #8) © 3ø + b = 1 (1) 
x8" x- 


© Tạix¿=õ: lim fx) = lim ƒffx) = 5) © õða + b = 3 (2) 
xe x5" 


Từ (1) uà (2) suy ra : a = 1; b =- 2 
5. Chứng mình rằng phương trình 2x) - 6x + 1 = 0 có 3 nghiệm trên 
khoảng (-3; 3) 
Hướng dẫn : f-9). f-U < 0;f-1). f1) <0, #1.f2) <0 
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BÀI TẬP ÔN CHƯƠNG IV 


A. BI! HẠN tỦA ĐÃ Y SỐ 
SE, Tìm giới hạn của các dãy số (u„) uới : 
Ð TIẾP, TẾ FIK 
độ ÉP =6 B)u, s XP Ó g 
ðn-1 -8n? +3 


€) uạ = -Ðn? + đn - 7 ; d) u„ = Ÿn® + 8n2 ~1. 


n!(2-=; --s] 4U 
_, BE) D 
dìTac6 HH 5-9 Hy LG bà ni, A0 lại hi 
Bðn-1 n3ƒ LINRBI W: 
vn? nã) HP 
vì limG2 - c? ~ sộ) = 9 và lim(: - ~.) = 0 ðn-1>0 
2 
T— n“.J1= 5 1-—+— 
BìHmES —^2~Ê2 mm. 1B” BẺ „ tụ = 
-2n“ˆ +3 n?(- 2+) -'— 
n2 


©) lim(-2nẾ + 8n —7) = limnÄ-8 + Š—-ˆ } = ~œ 
n nˆ 


vì limnÊ = + œ và lim( 


ñ nỗ ˆ 
d) lim ŸnŠ + 8n” ~7 = lim nh|tL+Š —~g = + 
nỉ n9 
vì limnŠ = + và lim {1+ —; =~g =1>0 
n7 n9 


SE. 7ìm giới hạn của các dây số (u„) uới : 


n _sn 
8) u„ = J3n- 1—4|2n— 1; TT Tom 
2"+3.an 


# 3n-1-(2n-1) 
a) lim u„ = lim(V3n-1-2n-1) =lim——————— 
c {ân Bế?) - 1e 


n ú 

= lim =+x 
TT b--) Tầm 
n n n n 


= lim 
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vì lim vn = + và bi B~a sPsaj=ð+Z»o 
n n 


Ù) Chia tử và mẫu của uạ cho 5* ta được : 


HÌ 
S| sĩ 

( ạn n 
limu, = lim`S——— = 5 vì lim E) = HỆ) =0 


B1. Cho một cấp số nhân (uạ„) trong đó 243u; = 32u tới uy # 0. 
a) Tính công bội của cấp số nhân đã cho. 
b) Biết rằng tổng của cấp số nhân đã cho bằng 3°, tính uạ. 
L1) 
a) Ta có uạ = uạq” là công bội của cấp số nhân. 
Thay vào đẳng thức đã cho, ta được : 


243uaq® = 32u; 


vì uạ # 0 nên : nh HỆ -(BÏ =a-2 
Ẫ : == =|l4 ¬= 
243 (t3 3 


b) Tổng của cấp số nhân lùi vô hạn đó là S = = Từ đó, ta có : 
-q 


35 =— ., do đó uị = 89 = 81 
1=£ 
3 


BB. Tìm giới hạn của dãy số (u„) xác định bởi : 
1 1 1 


l8 ==†?c= t0 n=: 
J2 1g nín + 1) 


Hướng dẫn : Với mỗi số nguyên dương È, ta có : 


KH in. 
k+l) k k+1 


1 Ì 1 1 
+|—— |+t|-- =1- 
n-1 n n+l n+1 


Do đó limu, = lim(1 - ng =1 
n+1 
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B. BIỮI HẠN PỦA HÀM SỐ - HÀM Sổ LIÊN TỤt, 


B8. 7ìm các giới hạn sau : 


4,9 ". 
a) lim IV óc cu b) lim Sổ 
x¬2?Ý x?-x+2 xo~m 9y —1 
4 
HH lầm dị lữm————. 
xo(-3)" x2? +4x +3 x>?(x-2)?Ý4-x 
Ý8+2x -2 
¡ : im ty? ẫ 2 
e) Lm, X— NỈ Ø tìm ( x°ˆ+xz-Ý4+x”) 


§ 2x“+3x+1 ,|323-6+1 _ 8 

a) lim, = = sẽ 
x^-2? | x?-x+2 4+2+2 

Na 


b) li: —= 2. mm —Ó X £T = lim —————— —==Tr= 
— —-m xe»—% 
k x2+©) "sự 
X 
4 
@NLINDLX+~-8 MS X11 1 
x?+4x+3 x+l x+3 
4 
vì lim Ễ ĐÓ B2 c1 s0 và lim = _ 
x(-3") x+1 -2 x—¬(-3)" xi8. 
_ x'“+1 
nên lim ————————=+z 


x(-3)' x2 +4x+3 


d) Vì lim C = +» và lim 5 - số», 
¬>2(x — 2)? x>2l4-x Ý2 


nên lim. =5... 
Tìm 2)2Ý4-x 


= +z 


e) Nhân tử và mẫu của phân thức với V8+ 2x + 2, ta được : 
V8+2x-2_ 8+92x-4 - 2(x +9) 
4x+2  ýJx+2(V8+2x+2) výx+2(V8+2x+2) 

_ ⁄8+2x+2 
dB+t2x-2_ ,© 24x+2 0 


Dođó lim = lim =—=0 
x-C2y 4*x+9 x¬(-?"J8+2x+2 4 


l) „im (ýx? +x-V4+x?)= lim _X +tx-4 XỔ 


x2+x+v4+x? 


với mọi x > - 2 
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xq~Ÿ) 


= lim = lim = 
— mĩ — xe~>z 
IxI ¬ an he 2+ CÁ 
\Y x Ýx? 
1# 
=- lim + = : 
xea-z 
l+-+ lb Đ- 
x xÃ 
x3+@ 


BŨ. Han số f(x) = ‡ 4x ca@ bê # # ~Ê vử lan tục không ? 
3 uớix =-2 
Và/ 
Hàm số f liên tục tại mọi điểm x z - 2. Với x'z - 2, ta có : 
_ x+8 (x+2)\(x?-2x+4) x?-2x+4 


4x+2)—- 4(x+2) b 4 
? 
Do;f6, Tim hi < ThS h4 - 8,9 
xe-3 x¬-2 4 


Vậy hàm số f liên tục tại x = -2, do đó f liên tục trên R. 


BÍ. Tìm: các giá trị của m để hàm số : 


x?-đ3x+2 _ » 
fx)=‡ x?-9x HS SE tan tục trên R. 
mx +m+ Ì uới x >2 
2¿ 
Ta có im f(x) = ct (mx + m + 1) = 3m + 1 = f2) 
bồ xo 
lim f() = lạ X. 3x4. limfŒt-DGŒ-2)_ 1ụuX=1_ 1 
x2 2-9x x+2' X(x-9) x9 X 9 


f liên tục tại mọi x # 2. Do đó : 
f liên tục trên R c= f liên tục tại x = 2 


© lim fx)= lim fx) = 2) © 3m + Ï=LẺ es rực xe 


x32 x¬? 2 6 


B8. Chứng minh ràng phương trình : x” - 3x? + 5x - 6 = 0 có ít nhất một nghiệm 


thuộc khoảng (1; 2). 


Hàm số f(x) = x' ~ 3x? + 5x - 6 liên tục trên đoạn (1; 2]. Ta có f1) = - 3<0 
và f(2) z 8 >0. 


Từ đó f(1).X2) < 0 nên theo hệ quả của định lí về giá trị trung gian của 
hàm số liên tục, tồn tại ít nhất một số thực e e (1; 2) sao cho f(e) = 0. Số thực 
c là một nghiệm của phương trình đã cho. 
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BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN 


Trong bốn kết quả của mỗi câu sau đây, chì có một kết quả đúng. Hãy chọn 
kết quả đúng đó. 
n~2Jnsin2n 1 


63. ø)m————D là: (A) 1; (B) —; (C) - 1; (D) 0. 
2n 2 
2 _an8 

hụim.5 =3 Mr djiip đu, (G-Š - mẽ 

2n +5n-2 2 5 3 
giẾm— ft MJj=:: đềy WMặy -t 

2"-28" +1 2 2 b] 
d) lim(2n - 3n) là : (A) +s; (B) -z ; f@).3.; (D) - 3. 

cv 
a) limỒ= nsin2n - li TU sin2n ° 1 
2n 5 dc ) 5 
sin2n 
vì — Hư = 0. Chọn (B). 
1a ⁄n vn 
¿ -3 

kma-P—S” .„ mg—-h..> =5. GhadJOi 

2n3 +5n-—2 lạt SEE- lðSG ` 

nh nỗ 
n 
an -1 k 1) 1 

e)lim——————— = lim—————= “x- Chọn (A). 


2n-28"+1 (cay 1n 
=Í =84|:< 
(5] -2<(ã) 
d) lim(2n - 3nŠ) = limn3-^ ~ 8) = -œ. Chọn (B). 
n 


-2n 1 2 


6&M.a)1 là : (A)--;  (B)—; (C) +; — (D) -+ 
a) im" TH à ) 3 5 œ 
b) lim(2" - 5") là : (A) +=; (B) 1; (C)-œ;  (D) Ỹ 
e) lim(Jn+ 1-4n) là : (A)+>x;  (B)-=;  (C)0; (D) 1. 
F : 
d) lim——————— là : (A) +z; (B) 0; (C) 2; (D) - 2. 
vdn2 +n-—n 
.c”?zd^v 
2 
: ~ÔN ¡` nh —- 
a) lim HP lu NH5 =~- z. Chọn (D). 
n n 
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n 
b) lim(2" - 6") = lim vị á) : | ==m „ Ghgn (C 
\ 


e) limtVn+1 -Ýn) = lim——————> = 0. Chọn (C). 
FTTP Ýn 
n2 
BỊ Hu—=k——=tinÈ5 TP T5 < im lt +2 +1)= 8. Chọn () 
vn?+n-n n \ n 
_9n 
E8. a) lệmi vã là : (A) ng (B) 0; (Œ) 41; (D) ni 
j"+1 3 2 
_jn 
b) Tổng của cấp số nhân uô hạn : sh, _ s. xu sU s. đế š 
248 v3 
(A) -1; (B) Š 2y 4<. Ra 
4 3 
c) Số thập phân uô hạn tuần hoàn 0,ỗ111.. được chôn diễn .» phân số : 
(A) c g (s25 (c 4 (p)  “ 
11 nối m' s0 
Nà, K.- 
Bj Tôi 
a) lim = lim = 3 =0. Chọn (B). 


i-8" 
an +1 li 1 n 
¡4Í ) 
3 


[ý 1A 71 
b) Công bội q = —Ê^ = —:|-—|=-— 
ghội q= =“.. : 
-Ä 
“it. =3 =-g: Chọn (D). 
lng 1+ 


€)' 0,ỗ111.. = 0,5 + 0,01 + 0,001 +... 


1 
¬ c3“ 100 = 4Ề, Chọn (B) 
2” 100 1000 8...1 'gỦ 
10 
6B. d,) Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào là - 1 ? 
®:_ „ổ 
(A) lim2"*Š, (B) lim=—— —; 
2-#3n 2n? +1 
2 
(C) lim “——” ; 
-9n- n2 ˆ 
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b) Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào là +s ? 


LẠC jđ = 
(A) lim" +Ề, (B) lim"—*2"—", 
n?ˆ+n n-9n3 
7 MP: g._ 
[ƠI HIẾP „ iĐHHữmP==B81$ 
n3 +ẩn 2n-1 


c) Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào là 0 ? 


n n 
lÁj lún ST Tổ (BỊ Huế Sề, 
j.2" -a" 1-2n 
—n3 sJQ1 
(C) lim_T——, 211000 sÀ6 6 sảm SÁ 
n2 +92n n- 9n 
cô : 
2n 2H 2 
a) lim“——— = li . 
2-3 Tạ § 
n 
1 
Đó —-1 
im : = lim_R n = 
n 
Sàn] 
1 
,_ H1 nhện ¿. “ẾẾ 
lim—————— = lim: =-1;lim = +=.. Chọn (C) 
-2n -n2 _2 n?+3 
n 
2 
1-—-+= 
b) lim" TS" *“Ê„ lịm CĐ BẺ =1 
kz l+— 
n 
2 1 
ễ ` c2. 
NHh ri ma 
n-92n3 1 2 
_. 
n 
2 3 
HP 3" _lịm8 HỄ ~ọ 
nở +3n 3 
l+—= 
nh 
1 + 
1-—-+—= 
2_— 2 
Im= ^^ = lim—2B- THẺ = + œ . Chọn (D) 
H= 
n nẺ 
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van +1J(n-3)2 _ 


lin 
n-2n3 


- 1. Chọn (A) 


B1. Hay chọn kết quả đúng trong các kết quả sau đây : 


a) lim SỀ để (A) 9; (B) 1; (@ -9; (D) -= 
x+-lx 3 
(A)3; — ()3; () 3; £) *2 
2 2 
(A)Š;, (8U  (Œ@-Š; (D) - 1 
4 4 
”_ _ 
sì lim = =.ECŠ «<8. Chọn() 
x>-lx3+92 -1+9 
x? 9 ⁄2 
b) lim _y5— = -—Š. — „<./Ghọn(D 
Jm ¬= 5T7E-TE-TTĐAE ọn (D) 
2 = = = 
di HS lun Tan Tâm lầm X2... Chụn(Áj 
x4 x2+4x xôi xx+4) xes4 x4 
6B. /lãy chọn kết quả đúng trong các kết quả sau đây : 
2_ 
"ÑN cam Ý (A) 2; (B) 0; (@-Š; (Đ-3 
xo+m xổ +ñØxŠ 5 
_8xL5 +7x3- 
bỊ lm CS + “HỦÍU: (A0, - (B-8 (G8 (0~& 
xa-® xô +xrf?T-đx 
_9x~5 4... 
ø Nm SỐ tŠ “pm: (AJ<~ev (BE.-9; (ÔG +6 
xoa-n 3x2? ~7 
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c7. ây `: 
â” No  oe 
a) lim -C =U =lmSS XỐ ~ũ. Chọn Œ) 
xe-»+o xỔ + Bxỗ 5 
l+— 
x 


_ax5 8=. 5 
b) lim Có 116 1L nụ ÁP Xu can, Chọn (B) 
-—-° xÕ +x4 —3x x—-= 1 1: -Ô 


-9xð +. _- 
€) „im ¬Ó, 1X Ó lu — £ #Š - o3 GR6H/(ĐJ 
_>_ 3x2 -7 xa-m 3 VÀ 


% #=Ở vv. : : + 
2) lim TS là: (A)1; (B)-1; (C0; — (D)+= 
bì HmÀ1=# “li, — (A1, @-Ÿ, (Œ+œ; (ĐỊ0 
x0 x 2 2 
Ø St *Ẻ ta: (A)8; (B)-1; (CJ+z; (D)-» 
xz¬1(x — 1)? 
2 
d) im— “F—là: (A3; (B2; - (C-1; (D)0 
x¬>-lx? +3x+2 3 
.c?z44v⁄ 
x- Lê 
a) lim = lim *_ =1. Chọn (A) 
xoa+mÍx2 1 xe>*2 
: 
MìiHmS°SX=E „ Thu im——1— =~1 ðhụnŒÐ 
xoÔ  x lm ) 1-x+1 2 


lim Tàn, Chọn (C) 
x>1(x —1)2 


2 
d) luan —*S 3 „in _ZE+U _ lim —— = - 1. Chọn (C) 
x>x?;3x+2 xalxtlX+2) x»lx+2 


TỦ, a) Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nòo là - 1 ? 


2 =. 
(A0 đâm CS TE }, (Bị Hm.*Š, 
xo+* 3x +x2 x—~ KG 5x 
# .v.# 
(C) lim c-hếm. :eE..Ƒ (D) lim = = 
xo¬+= ãyx2 _xở x~= 
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b) Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào là 0 ? 


(A) lùn _- h (B) lim Tố, 
r+lxy3T—J x—-2x +10” 
„— 
(CŒ) D5 hen (D) lim (Jx? + 1-x) 
r>ly2 _3x +92 x+z 
©) Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào không tôn tại ? 
(A) lim TT, (B) lim cosx ; 
KH xe» tế 
(C) lim (P) lim 
tạ: hcm 
«z4 ô¿ . 
: D11 nE-i 
3 2 
a) lim S— ““ Tˆ= lim —X—XÊ =2 
* “ Äx+x x—+ Tự 
X 
2 3 
2x+3 mm 
lim = lim Š—Xˆ =0 
x¬^-“x2 —Bx x-œ 15 
X 
1 8 
1-—-+— 
3:= 3 
Hm=* HỖ. lu ® ĐỖ” „4 
x+z B2 _xÖ x¬+*+ 5 : 
X 
x8 ~ 
lim = lim (x- 1) = - =. Chọn (C) 
xo +] Xe 
bụng -Š ^^ „ lop —- =Š; lng St xố 
x>lx2T—J x>lx2+x+l 3 °x2>-2x+10 8 
2- 
x“-] limŠ11_ _¿ 
x^lx2-3x+2  x>lx-2 


1 
= lim—————— =0. Chọn (D) 
1^*“Jx?+1+x 


; lim ————— = - œ 
x+1 x->~1(x + 1)2 


Không tôn tại im cosx (chọn 2 dãy x„ - 2nrt và Xa = Ã + 2nn và cosx'„ = 0) 
Chọn (B) 
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TÍ. Tìm khẳng định đúng trong các khẳng định sau : 
? 
Š— uới x< 1xz+0 
x 


Hàm số: fx)=j10 uới x =0 
4x uới x>1 


(A) Liên tục tại mọi điểm trừ các điểm x thuộc đọan [0; 1]. 
(B) Liên tục tại mọi điểm thuộc R. 
(C) Liên tục tại mọi điểm +x = 0. 
(D) Liên tục tại mọi điểm trừ x = 1. 
«z4 2v 
Tập xác định D = R 
f liên tục trên (—œ; 0); (0; 1) và (1; +) 


2 
Tại x = 0 lim f\x) = lim Š— = lim x = 0 = f0) 
x¬Ö0 x^0 x x0 
Suy ra f liên tục tại x = 0 
2 
Tại x=1 lim = lim =1; 
x1 x>l X 
lim fx) = lim = 1 = Ñ1). 
x1" x1" 
Vậy f liên tục tại x = 1 nên f liên tục tại mọi điểm thuộc R. 


Chọn (B) 
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Z5 (N0 ẰM 


§1. KHÁI NIỆM ĐẠO HÀM 


[TÓM TẮT GIÁO KHOA 


1. Đạo hàm của hàm số tại một điểm : 


Khái niệm đạo hàm của hàm số tại một điểm : 
Cho hàm số y = ffx) xác định trên khoảng (ta; b) uà điểm x„ thuộc 
khoảng đó. 
Định nghĩa : 


„fx)— ffxa) 


Giới hạn hữu hạn (nếu có) của tỉ số khi x dân đến x„ được 
xe 


gọi là đạo hàm của hàm số đã cho tại điểm x„, kí hiệu là ƒ(x„) hoặc 
y%„), nghĩa là : 
f4)- ffxa) 

#=%; 


Ảo 


Trong định nghĩa trên, nếu đặt Ax = x - x„ uà Ay = ffxe + Ax) - ffx„) 
thì ta có : 
xo +Ax)- ffx„) 
Ax —.- Ax 


ŸƑ 6x) = mm, 
Chú ý : 
1) Ax được gọi là số gia của biến số tại x„ ; 
số Ay được gọi là số gia của hàm số ứng uới số gia Ax tại xạ. 
2. Qui tắc tính đạo hàm theo định nghĩa : 
Qui tắc : 


Muốn tỉnh đạo hàm của hàm số ƒ tại điểm x„ theo định nghĩa, ta 
thực hiện hai bước sau : 


e Bước 1: Tính Ay theo công thức Ay = ffxạ + Ax) - ffx„), trong đó Ax là 
số gia của biến số tại xạ. 


e Bước 3 : Tìm giới hạn lim . 
Ax>0 Ax 


 = —<.......... 
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¬ 
3.Ý nghĩa hình học của đạo hàm : 


Đạo hàm của hàm số y = fx) tại điểm xạ là hệ số góc của tiếp tuyển 

của đô thị hàm số đó tại điểm M,fx, ; ffx„)) 
Chu ý : 

Nếu hàm số y = ffx) có đạo hàm tại điểm x„ thì tiếp tuyến của đô thị 

hàm số tại điểm M,(x„; fx„)) có phương trình là : 
y = f (x¿/(% - xạ) + ffxạ) 
4. Ý nghĩa cơ học của đạo hàm : 

Vận tốc tức thời u(t„) tại thời điểm tạ của một chuyển động có 
phương trình s = s(t) bằng đạo hàm của hàm số s = s(t) tại điểm t„ tức 
là : 0(t„) = sf(tạ) 

ð. Đạo hàm của hàm số trên một khoảng : 
a) Khái niệm : 
Cho hàm số ƒ xác định trên tập ởJ, trong đó J là một khoảng hoặc là 
hợp của những khoảng nào đó. 
Định nghĩa : 
1) Hàm số ƒ gọi là có đạo hàm trên J nếu nó có đạo làm ƒ (x) tại mọi 
điểm x thuộc dJ. 
9) Nếu hàm số ƒ có đạo hàm trên J thì hàm số ƒ xác định bởi 
f:J>R 
x» ƒ'(x) 


gọt là đạo hàm của hàm số ƒ. 


Đạo hàm của hàm số y = ffx) cũng được kí hiệu bởi y'. 
b) Đạo hàm của một số hàm số thường gặp : 
Định lí: 
a) Hèm số hằng y = c' có đạo hàm trên R vù y' = 0 
b) Hàm số y = x có đạo hàm trên R uàò y' = 1; 
e) Hàm số y = x" (n e NÑ, n >2) có đạo hàm trên R uù y' = nx""1; 


d) Hàm số y = 4x có đạo hèm trên khoảng (0; +=) uà y' = s 
L2 


174-ĐẠISỐ11NC 


P,PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


1. Dùng định nghĩa tính đạo hàm của hàm số tại một điểm. 
e Tính Ay = fÑX¿ + AX) - ftXu) 


Ra VD 
« Tìm lim “” 
Ax—>0 Ax 


2. Tìm điều kiện để hàm số có đạo hàm tại x„ 
a) Để chứng minh f không có đạo hàm tại x„ ta chứng minh 
Ay 


sói R 
lim Cá lim —— 
x0 AXx Ax20° Ax 


b) Điều kiện để f có đạo hàm tại xạ 
ø Để f có đạo hàm tại xạ, trước hết f phải liên tục tại xạ. 
lim fx)= lim fx) = fx,) (1) 
xXx. xXx. 
øe Mặt khác : Jm nh dim (2) 
Từ (1) và (2) suy ra điều kiện cần tìm. 
3. Phương trình tiếp tuyến : 
a) Cho trước tiếp điểm có hoành độ x„ 
e Tính fx,) (thay x„ vào y) 
s Tính f(x,) (thay x„ vào y') 
e Phương trình tiếp tuyến : y - fx¿) = F(x¿)(x - Xạ) 
b) Cho trước hệ số góc k. 
e Tính hoành độ tiếp điểm x từ phương trình f(x) = k 
ø Tính fx,) 
e Phương trình tiếp tuyến : y - f(x„) = k(x - xạ) 
Chú ý : 
~ Đường thẳng y = ax + b có hệ số góc a = tanơ (œ là góc của đường thẳng 
với Ôx) 
- Hai đường thẳng song song có cùng hệ số góc. 
- Hai đường thẳng vuông góc có tích hệ số góc bằng - 1. 
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(.. Tìm số gia của hàm số y = x° - 1 tại điểm x„ = 1 ứng uởi số gia àx, biết : 
g) Ax = 1; b) Ax =— 0,1. 
Đặt f(x) = x? - 1 
a) Ta có Ay = Ñx¿ + Ax) - fx,) = f2) -f(1)=3-0=3 
b) Ay = fX, + Ax) - f(x,) = 0,9) - f(1) = (0,9)? - 1 = - 0,19 
8. Dùng định nghĩa, tính đạo hàm của mỗi hèm số sau tại điểm xạ. 
d)y= 2x + 1,x,=2; b) y=x? + 3x; xu = 1. 
a) fx) = 2x + 1, cho x„ = 2 một số gia Ax 
Tacó Ay =x, + Ax) - fx,) = f2 + Ax) - 2) 
= 2(2 + Ax)+ 1-5= 2Ax 
=ÂŸ =2 =f(2)= lim 2 ~¿ 
Ax - Ax>0 Ax 
b) fx) = x? + 3x; cho xạ = 1 một số gia Ax 
Tacó Ay = Uy + Ax) - fx¿) = 1 + Ax) - f(1) 
= (1+ Ax) + 3(1 + Ax) - 4 = BAx + A?x 


= 2Ý =ð+Ax= Tu 2Š <8. 
Ax Ax->0 Ax 


Vậy f() = 5 
3. Dùng định nghĩa, tính đạo hàm của mỗi hàm số sau tại điểm x„ (a là hằng số) 
g) y = dx + 3; by = San” 


l2 


a)f(x) = ax + 3, cho xạ một số gia Ax, ta có : 
Ay = ẨX¿- Ax) - ÍX¿) = a(X, + AX) + 3 — (ax, + 3) = aAx 
= ÂŸ — a => f(xy) = lim ŠŸ =a 
Ax Ax^0 Ax 
b) fx) = nu, Ay = Í + AX) - f@Xe) 


1 1 1 
= ga(Xo + Ax)? - axã ..a Ax(2X¿ + AX) 


Ay 


=>f(@&,)= Am, TP 


T.. 
= Am, s8(2X› + AX) = aXo 
M. Cho parabol y = x° uà hai điểm A(2; 4) uà B(2 + Ax; 4 + Ay) trên parabol đó. 


a) Tính hệ số góc của cát tuyến AB biết Ax lân lượt bằng 1; 0,1 uè 0,01. 
b) Tính hệ số góc của tiếp tuyến của parabol đã cho tại điểm A. 
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° đại ˆ 
a) Ta có A(2; 4); B(2 + Ax, (2 + Ax)?) 

Hệ số góc của cát tuyến AB là : 
_(2+Ax)?®~4 _ 4Ax + Ax? 
_ #t#Aw-?  Ax 
se Nếu Ax = 1 thì k =5 
® Nếu Ax = 0,1 thì k= 4,1 
se Nếu Ax = 0,01 thì k = 4,01 


=4+Ax 


k 


b) Hệ số góc tiếp tuyến của parabol tại A là : 
k=y(2)= BuỘ VU B - lim (4 + Ax) = 4 
A0 Ax Ax=s0 
5, Viết phương trình tiếp tuyến của đô thị hàm số y = +, biết : 
a) Tiếp điểm có hoành độ bằng - 1; 
b) Tiếp điểm có tung độ bằng 8; 
e) Hệ số góc của tiếp tuyển bằng 3. 


` đu 
a) Tacó xạ=- 1;ys=(-LỶ=~1 
= 8 -„# 
#xi s Tâm fXxe + Ax)—fxe) ¿ điền (Xe + Ax)Š -xộ 
Ax0 Ax Ax0 Ax 
lùn 3x?#Ax + 3xoAx + A3x 
Ax-s0 Ax 


lim (3x2 + 3x,Ax + A?x) = 3xZ 
Ax-30 


Với xạ = -1 ta có f(-1) = 3(-1) = 3 
Phương trình tiếp tuyến của đường cong tại tiếp điểm có hoành độ 
bằng - 1 là : 
y--(-1) = 8(x + l1)© y =3x+2 
b) Với yạ= 8= xổ  x,= 2 
f(2)= 3.2? = 12 
Phương trình tiếp tuyến cần tìm là : 
y-8= 12x - 2) © y = 12x - 16 
e) Gọi xạ là hoành độ tiếp điểm ta có : f(x,) = 3 © 3x) = 3 © xạ =+ 1 
® Với xạ = 1 ta có y„ = 1 và phương trình tiếp tuyến là : 
y~1=3(x - 1) hay y = 3x - 2 
® Với x„ = -1 ta có yạ = -1 và phương trình tiếp tuyến là : 
Yy+l=ð(x + 1) hay y = 3x + 2 
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5. Một vật rơi tự do có phương trình chuyển động là S = gu, trong đó 
8g = 9,8m !s° tà t được tính bằng (s). 


a) Tìm uận tốc trung bình trong khoảng thời gian từ t đến t + AI tới độ 
chính xác 0,001, biết t = 5 uà At lần lượt bằng 0,1; 0,01; 0,001. 


b) Tìm uận tốc tại thời điểm t = 5. 


2 


a) Vận tốc trung hình của chuyển động là : 
Ás _ s(t + At)-s(t) _ 1 (t+ At)2 —t? 
At At =» At 


© Với At = 0,1 thì ng ng: 10,1 = 49,49 m/s 


e Với At = 0,01 thì _ > 5: ø. 10,01 = 49,049 m⁄s 


© Với At = 0,001 thì $ = h .ø. 10,001 = 49,0049 m/s 


1 1 
= —-g(2t + At = —g.(10 + At 
DA Pu 


b) Vận tốc tại thời điểm t = õ : v = S(5) = lim, >_ =g 10 = 49m/s 


1. Tìm đạo hàm của hàm số ƒ[x) = x trên R rôi suy ra ƒ(-1), ƒ(-9) ua ƒ (9). 


k) 


Với xạ R 
Sẽ 
Tucó POSji < NmÃ- f5, nụ Xã 
x^X% X~—Xẹ X2Xs X—Xe 
= lim + xŸx¿ + x?x? + xx4 + x4) = Bx4 
x¬xe 


f(-1)=5; f(-2)=5.22=80, f(2)= 
8. Tìm đạo hàm của mỗi hèm số sau trên R 
g) y = ax? (a là hằng số) ; b)y=x?+ 2. 
a) Với xạ e R ta có : 
f Xe + Ax)—fẦXe) lim 5Œ + Ax)? -axi 
Ax — A0 Ax 
= Am, a(2x, + Ax) = 2aX, 


rưg= Jin, 


b) Với xạ e R ta có : 

ẨXe + AX)—fXo)_ lim (xe +Ax)3 +2— x3 -2 
Ax Ax-+»0 Ax 

= lim [Œ%, + Ax}? + (xạ + Ax)xX„ + xi] = 3x2 


tứ) = im, 
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3. Tính dạo hàin của mỗi hàm số sau : 


1 = 1 : 
Œ)y =——— Uới x #—; b) y =3-x tới x < 3. 
3X —1 2 


e đ⁄/ 


a) Với . CÓ : 


1 1 
ftwji= lim fXxo + Ax)-fXo)_ lăn 2xo+2Ax-1 2x,-1 
Ax>0 Ax Ax»0 Ax 
ä ~2Ax Ỷ -2 
= lim ——————————————= lim ——————————- 
Ax->0 Ax(2xe + 2Ax—1)(2x¿-—1)  #^30(2x¿ + 2Ax -1)(2xạ -1) 
b. ~2 
(2x —1)2 


b) Với x, < 3, ta có : 


fXo + AX)-fXe) _ 
Ax Ax0 Ax 


mi -1 
= lim = 
Ax^0J3—xo-Ax+vJ3-xẹ 23-xẹ 
I0. a) Tính ƒ (3) 0ò ƒ (—4) nếu ffx) = xŸ; 
b) Tính ƒ (1) 0à ƒ(9) nếu ƒfx) = Ýx. 


3 


dc bu 


a) Với xạ  R ta có : 
=— 8. v3 
PhVis Dài XS), gu ^5 
an TT n 


= lim(x2 + xx, + x2) = 3x) 
xe. 


Suy ra f(3) = 27, f(-4) = 48 
b) Với xạ > 0 ta có : 
Ñ1©9-fXe)_ pm ÝZ-X pm 1Ú 


X-Xo X2Xso X—Xe x>XoÍX + Ro SýXe 


1 1 
Suy ra f(1) = -, f(9) =-— 
uy ( 5 ( S 


f(x¿)= lim 
x-*Xo 


LÔ Cho hàm số y = fx) có đạo hàm tại điểm x„ uè đô thị (G). Mệnh đề sau đây 
đúng hay sơi ? 
a) Nếu ƒ'(x„) = 0 thì tiếp tuyến của (G) tại điểm M(x„; fx„)) song song uới 
trục hoành. 
b) Nếu tiếp tuyến của (G) tại điểm M(x„; f[x„)) song song uới trục hoành thì 
ft, = 0. 
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⁄4/ 
a) Mệnh đề sai vì tiếp tuyến có thể trùng với trục hoành. 
Ví dụ : Cho hàm số f(x) = xÊ với x„ = 0 thì f(0) = 0 và tiếp tuyến tại điểm 
O(0; 0) trùng với trục hoành. 
Mệnh để sau đây mới đúng : "Nếu f(x,) = 0 thì tổn tại tiếp tuyến tại điểm 
M,(x,;fx„)) của đồ thị hàm số y = fx) song song hoặc trùng với trục hoành", 
b) Mệnh để đúng : vì nếu tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = fx) tại điểm 
M,(x,;f(x„)) song song với trục hoành thì hệ số góc của tiếp tuyến phải 
bằng 0, suy ra f(x„) = 0. 
fB. Hình bên là đô thị của hàm số y = ƒx) trên 
bhoảng (a; b). Biết rằng tại các điểm M,, M› 
0à Mạ, đô thị hàm số có tiếp tuyến được thể 
. hiện trên hình uẽ. Dựa uào hình uề, em hãy 
nêu nhận xét uễ dấu của ƒ (x¿), ƒ (xz) uà ƒ (xạ). 


Đồ thị của hàm số y = f(x) có tiếp tuyến tại các điểm Mạ, Mạ và Mạ nên hàm 

số y = f{x) có đạo hàm tại các điểm xạ, x; và xạ. Ta nhận thấy : 

+ Tiếp tuyến tại điểm Mạ là một đường thẳng "đi xuống" từ trái sang phải, 
nên hệ số góc của tiếp tuyến là một số âm, suy ra f(xị) < 0 

+ Tiếp tuyến tại điểm M; là một đường thẳng 
song song với trục hoành nên hệ số góc 
của tiếp tuyến bằng 0, suy ra f(x;) = 0 

+ Tiếp tuyến tại điểm Mạ là một đường 
thẳng "đi lên" từ trái sang phải, nên hệ 
số góc của tiếp tuyến là một số dương, suy 
ra f(x;) > 0. 


{. Chứng mình rằng để đường thẳng y = ax + b là tiếp tuyến của đô thị hàm số 
y = ffx) tại điểm (x„; ffx„)); điều biện cân uà đủ là : 
b =ƑŒœa) 
dxsạ+b= (xạ) 
e« 2 — 
Đường thẳng (d) : y = ax + b là tiếp tuyến của đô thị (G) của hàm số f tại 
điểm (xu; fx¿)) khi và chỉ khi đồng thời xảy ra : 
ø (đ) và (G) cùng đi qua điểm (x„; Ñx„)), tức là ax„ + b = fx„) 
e Hệ số góc của (d) bằng đạo hàm của f tại xạ, tức là a = f(x,). 
Từ đó suy ra đpcm. 
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— 


Cho hàm số y = lxÌ 
a) Chứng nình rằng hàm số đã cho liên tục tại điểm x = 0; 
b) Tính đạo hàm của hàm số tại x = 0, nếu có. 
€) Mệnh đề “Hàm số liên tục tại điểm x„ thì có đạo hàm tại x„" đúng hay sai ? 
22¿ 
a) Ta có lim f(x) = limlxl = 0 = f0) 
x0 x0 


Vậy f liên tục tại x = 0 


Mfadt lun G59, nụ Í, nu, g 
x—0* % x^0*° X x0x 
In TS HH c He s1 
x0 bẠ x-+Ũ X x=>Ũx 
ftx) —f(0) 


Do đó không tôn tại lim nên hàm số f không có đạo hàm tại x = 0 
x 


x 

e) Mệnh đề sai. Thật vậy, hàm số ftx) = IxI liên tục tại điểm 0 (theo câu a) 
nhưng không có đạo hàm tại điểm đó (theo câu b). 

Hình bên là đô thị của hàm số y = ffx) xác í 

định trên bhoảng (ta; b). Dựa uào hình uẽ 

hãy cho biết tại mỗi điểm xạ, xạ, x; bà xạ: 

a) Hàm số có liên tục hay không ? 

b) Hàm số có đạo hàm hay không ? Hãy 
tính đạo hàm nếu có. 


li. 


Căn cứ vào hình ta nhận thấy : 

+ Hàm số đã cho gián đoạn tại các điểm xạ và xạ; vì đồ thị hàm số bị ngắt 
quãng khi đi qua các điểm M; và Mạ. 

+ Hàm số đã cho liên tục tại các điểm x; và xạ; vì đồ thị hàm số là đường 
"liên nét" khi đi qua các điểm M; và Mụ,. 

+ Hàm số không có đạo hàm tại điểm x¿; vì điểm M; đồ thị là đường "gấp 
khúc" (và hiển nhiên tại đó không có y 
tiếp tuyến của đô thị hàm số), giống 
như đô thị hàm số y = IxI. 

+ Hàm số có đạo hàm tại điểm M, và 
f(x¿) = 0; vì tại điểm Mạ đồ thị của 
hàm số có tiếp tuyến và tiếp tuyến 


này song song với trục hoành. 
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fR, BÀI TẬP LÀM THÊM 


(Dùng định nghĩa tính đạo hàm hàm số : 
x 
1+lxl 


Đáp số : a) - sinx; b)ƒ(0) = 1 
8B. Cho fx) = x? + 3lx - 1l. Tính (2), Ƒ(-9). 


Œ) y = C0§X ; b)y= 


tại x„ = 0 


Hàm số có đạo hàm tại x = 1 không ? 


Đúp số : ƒ(2) = 7, f(-2) = - 7, ƒ không có đạo hàm tại x = 1. 


-x2 K= 
Ẩ Cho băm số f) - J2-x?” khi-J2<x<1 
|x2 + bx +e khi xwữ 


Tìm b, c để hàm số ƒ có đạo hàm tại x = 1 
Hướng dẫn : 

e Từ điều biện ƒ liên tục tại x= 1 >b+c=0 

e Đạo hàm hai phía bằng nhau suy ra 2 + b = - 1. Vậy b=-3,c= 3 


{Cho y = x? - 2x + 3. Viết phương trình tiếp tuyến 
g) Tại điểm có hoành độ x„ = 1 
b) Song song uới đường thẳng 4x - 2y + 5 = 0 
e) Vuông góc uới đường thẳng x + 4y = 0 
đ) Hợp uới trục Ox một góc 4°. 


Đáp số :a)y=2;  b)y=2x- 1; c)y=4x-6 
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§2. CÁC QUI TẮC TÍNH ĐẠO HÀM 


f TÓM TẮT GIÁO KHOA 


1. Đạo hàm của tổng hay hiệu hai hàm số : 
Định lí 1 : 


Nếu hai hàm số u = u(x) uà 0 = 0(x) có đạo hàm trên dJ thì hàm số 
ý = u(x) + 0(x) 0à y = u(x) ~ 0x) cũng có đạo hàm trên ở, tà : 


g) [u(x) + 0(x)"' = wx) + 01%); 
b) [u(x) - 0(x)]' = ufx) - 0x) 


Cúc công thức trên có thể uiết gọn là : 


(ưu + 0)” = u' + U/ Uà (ụ — U)”= wˆ ~ Uˆ 


2. Đạo hàm của tích hai hàm số : 
Định lí 2 : 


Nếu hai hàm số u = u(x) uà 0 = 0(x) có đạo hàm trên dJ thì hàm số 
y = u(x)0(x) cũng có đạo hàm trên .J, uò : 
{u(x)u(x)}" = ufx).0(x) + ufx)0 (x); 
Đặc biệt, nếu k là hằng số thì [kutx)]' = bu tx) 


Các công thức trên có thể uiết gọn lò : 


(uu)” = u "0u + uuˆ 0à (bu)" = ku” 


3®. Đạo hàm của thương hai hàm số : 
Định lí 3 : 


Nếu hai hàm số u = u(x) 0à 0 = 0(x) có đạo hàm trên JJ uà 0(x) # 0 uới 
mọi x e ởJ thì hàm sổ y = " cũng có đạo hàm trên dJ uà 
x 


Bãi _ (x)Mx) ~ 0x )0 (x) 
t(x) 0?(x) 


Công thức trên có thể uiết gọn là : 


HÌ _WU-uU 
t? 
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Hệ quả : 
a) Trên (- s; 0) \2 (0; +) ta có (‡] =-— 
x 


b) Nếu hàm số 0 = u(x) có đạo hàm trên J uà 0(x) # 0 uới mọi x thuộc J 


thì trên J ta có () = gœ) 
0x)}  u?(x) 


Công thức thứ hai trong hệ quủ trên có thể uiết gọn là : 


4. Đạo hàm của hàm số hợp : 
a) Khái niệm hàm số hợp : 


Cho hai hàm số y = f[u) uà u = u(x). Thay biến u trong biểu thức fYu) 
bởi biểu thức u(x), ta được biểu thức f[u(x)} uới biến x. Khi đó, hàm số 
y =g(1) uới g(x) = f[u(x)} được gọi là hèm số hợp của hai hàm số ƒ 0à tt; 
hàm số u gọi là hàm số trung gian. (Tết nhiên, ta chỉ xét các giá trị 
của biến x sao cho ƒf[u(x)] là xác định). 


b) Cách tính đạo hàm của hàm số hợp : 
Định lí 4 : 


a) Nếu hàm số u = u(x) có đạo hàm tại điểm x„ uà hàm số y = ƒẨU) có 
đạo hèm tại điểm uạ = u(x„) thì hàm số hợp g(x) = flu(x)} có đạo hàm 
tại điểm x„ uà g'(x„) = f(u,).w (xạ) 

b) Nếu giả thiết trong phần a) được thỏa mãn đối uới mọi điểm x thuộc 
ở thì hàm số hợp y = g(x) có đạo hàm trên dJ uà g (x) = ƒ [u(x)}.u (x) 
Công thúc thứ hai trong định lý trên còn được uiết gọn là : 


Hệ quả I1 : 


Nếu hàm số u = u(x) có đạo hàm trên dƑ thì hàm số y = u"(x) (uới n e N 
uà n > 2) có đạo hàm trên J uà 


(u*(x)}' = n.u""Í{x).u(x) 


Công thức nêu trong hệ quả 1 được uiết gọn là : 
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Hệ quả 2: 
Nếu hàm số u = u(x) có đạo hàm trên ‹J tà ¿(X) > 0 0ới mọi x 6 «J thì 
hàm số y = \u(x) có đạo hàm trên J cà 


u'(x) 
tJutx))' = 
sẽ: 2VQutx) 


Công thức nêu trong hệ quả 2 được uiết gọn là : 


Ghi nhớ : 


a) Đạo hàm của một số hàm số thường gặp tở đây u = u(x)) 


(e)' = 0 (e là hằng số) 
(x)' = 1 
(x")'=nx"(n eN,n>2) 


1 
=-->(x#0) 
x2? 


1 
(Jx)ˆ=—— (+ >0) 
2/x 


b) Các qui tắc tính đạo hàm (ở đây tu = u(x), U = 0(%)) 
(u + U)”= uˆ+U” 
(M.U) = wU + tU” 


wÌ _w Uu-uuˆ 
m J2 


e) Đạo hàm của hàm số hợp (ở đây g(x) = f[u(x)} 
5%. v lI ` uy 


B PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


(B. Tín”: đạo hàm của mỗi hàm số sau tại điểm xạ được cho hèm theo. 
g)y=7+x-x?,x,= 1; b)y=x)— 2x + 1, xạ = 2; 
©)y = 2x5 - 2x + 3, x, = 1. 
a)y=1-2x =y(1)=-1 
b)y =3x?-2_ =y(2) = 10 
©)y ` =10x'!-2 =y(1)=8 


ĐẠISỐ11NC-185 


fT. Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau (a tả b là hằng số) : 


a)y=xỗ - 4x) + 9x - 3Ýx ; b) y= 2 Tây +3 = 0/8: 
* sẽ yỀ 

ø) Š~-— gŠ =y + dể; AT. 
4 bì 2 a+b 


4¿ä/ 


3 
a)y'` = 5x! - 12x? + 2- —— 
2ýx 
1 
b)y' =-—= + 2x - 2x 
M s“ x-2x 
e)\y =x)-x?+x- 1 
d)y=—^ 
a+b 


(R. Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau : 


g) y = (x7 + xJ?; b) y = (x? + 1)(5 - 3x”) ; 
2x ðx-3 

c)y= b d)ìy=———; 

¿ x?-1 rẽ x?+x+1 
? 

Ji Ÿxs, Ðy=x(2x - 1)(8x + 2). 
x+1 


a) Ta có : y = xÌ! + 2x + x2? = y` = 14x? + 16x” + 2x 
b) y' = (x? + 1)(5 - 3x2) + (x? + 1)(5 - 3x?) 

= 2x(5 - 3x?) - 6x(x? + 1) = 4x - 12x? 
‹„ 2” ~1)~2x(2x) _ -#(x” + 1) 


c) =—————— 
: (x? -1)2 (x2? ~1)2 
đụ ð(x? +x+1)-(ðx -3)(2x +1) _ -ðx? +6x+8 
(x2? +x+1)2 (x2?+x+1)2 
,_ (9x+2J(x+1)-(x?+2x+2)  x?+2x 
e)Y`=——————————=—- 
(x+1)2 (x+1)? 


0 y = (2x? - x)(3x + 2) 
= y' = (4x - 1)(3x + 2) + (2x? - x)3 = 18x? + 2x - 2 


(8. Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau : 


a)y=(x-—x”)?; ĐJg=~2—¿ 
xxvx 
l+x * s ặ 
c)y= ; đ) y=——— (a là hằng sô). 
X1-x œ2 —-x? 
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_. 


a) y  = 39(x - x?)!Ì(1 - 2x) 


vã X 
"m... là - - -8x _ -3 
Lo x3 2Jx.x” 2x?ýx 
4ĩ=xK-(+x)—=— 


2/1-x _21-Xx)+l+x _ 3-x 


gì = = = 
1-x 2/(-x)3 2/(1-x)3 


-2x 
s2 -x? ~x.——=——— : : 
đ'x 9a? -x2 _ 2(a?-x?)+ 2x? a? 
“———*>”=-—=_—- 
týa? -x?)? 2(va? - x?* (a? ~x?)#$ 


BŨ. C/:o hàm số f(x) = Jx? — 2x. 
Hay giải bất phương trình ƒ(x) < ffx): 


Dư. 


24 
Vì fix) = --Ễ——— nên ta cần giải bất phương trình --Š—S—— < jxẼ - 2x 
ng x?-2x 
Tai c5 e Q”UỐN t3 x <0 hoặc x >2 
x?-2x x-1<x?-~-2x 
x <0 hoặc x >2 
= _ 
x + hoặc x> 2V 


3+5 


Vậy tập nghiệm của bất phương trình là (- z; 0) ‹[ 5 ;+» 


BL Cho hàm số fix) = x) - 3x” + 2. Hãy giải bất phương trình : 
đa) Ƒ(x) >0; b) Ƒ(x) <8. 


Ta có : F(x) = 3x? - 6x 
a) f(x) >0 © 3x? - 6x >0 © x< 0 hoặc x > 2 
b) f(x) <3 © 3x? - 6x <3 © x?- 2x-~1<0c>1-V2<x<1 + 42, 
B8. Tìm các nghiệm của phương trình sau (làm tròn kết quả nghiệm gần đúng 
đến hàng phần nghìn). 
3 
q) ƒ(x) = 0 uới ffx) -=-ˆe ~Äy-- # 
3x? 
2 


-đ 


4 
b) Ƒfx) = - 8 uới fx) = TT ~ x” - 
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a) f(x) = x? - 4x — 6 
x =9- 10 ~-1,162 


f(x)=0 ©x?-4x-6=0<© 
*=2+ V10 x 5,169 


b)Tacó y` = xổ - 3x? - 3x. Do đó : 
y+Bö=0©x?- 3x” - 3x +5 =0 © (x - 1)(x? - 2x - 5) =0 
Phương trình có ba nghiệm là 1,1 + ⁄6 và 1 - 6. 
Vậy các nghiệm gần đúng của phương trình với sai số tuyệt đối không 
vượt quá 0,001 là : 


e1? X; = 3,449 + 0,001 ; Xạ = - 1,449 + 0,001 
B3. Tính đạo hàm của mỗi hàm số sau : 
2x+ởỡ 
#ØYy=———: b)y=—————_; 
x?—~ðx+õ “HP xua Đề 
©)y=x?+xvx +1; đ) y = (x + 1(x + 9)*(x + 3)!; 


lx? 
1 
e)y= tá: 


TT) 


._ 2x2 -õx + õ)- (2x + 3)(2x—õ) _ -2x? -6x + 25 


a) = 

bi (x? -5x + 5)2 (x2? -5x +5)? 
hịy SE =x + Du -B(2x -1) 
(x?-x+1)!9 (x2? ~x+1)Ê 


1 3 
e)y' =92x + Ýx +x——= 2x + vx 
2x 2 


d)y' = (x + 2) 4x + 3)? + (x + 1).2(x + 2)J(x + 3) + (x + 1)(x + 2)23(x + 3)? 
= 9(x + 2)(x + 3)2(3x? + 11x + 9) 


“——== 
và 1 2x? Íx +1 
X X 
EM, Viết phương trình tiếp tuyến của đô thị hàm số : 


d)y= = biết hoành độ tiếp điểm là x„ = 0; 
x#+ TN 


1 , 
e)y=.ujx+—=y= 
x 


b) y = Jx +2, biết tung độ tiếp điểm là y„ = 2. 
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dư — 


a)ftx)= Š—) Xe=0=y,=f0)=~— 1 
x+l1 
1 Pi 
1 1 
f(x) = s—2— ssiRÔyố 


(x+1)? (x+1Ê 
Phương trình tiếp tuyến cần tìm là : 
y-(-1)=2(x-0) <>y=2x-1 
b) ftx) = Vx+2;f(x,) =2 © Jxa+2=9©xy= 2 


) 1 
fùuJ) e 
2AJx+2 


=Ff(2)=— 
4 
Phương trình tiếp tuyến cần tìm là : 


x+6 
4 
BB, Viế! phương trình tiếp tuyến của parabol y = x”, biết rằng tiếp tuyến đó đi 
qua điểm A(0; - 1). 


y-2= 20x =8) œ<y= 


Hướng dẫn : Trước hết uiết phương trình tiếp tuyến tại điểm có hoành độ 
x„ thuộc parabol đã cho. Sau đó tìm x„ để tiếp tuyến đi qua điểm A (chú ý 
rằng điểm A không thuộc parabol). 
'44¿ 
Đặt f(x) = x? và gọi M, là điểm thuộc (-# với hoành độ x„. Khi đó tọa độ của 
điểm M, là (xạ; fx„)) hay (x„; xŸ) 
Cách 1: Ta có y` = 2x. Phương trình tiếp tuyến của (.) tại điểm M, là : 
y = 2XJ(X - Xạ) + XÃ <© y = 2X,X - xổ 
Tiếp tuyến đó đi qua điểm A(0; - 1) nên ta có : 
~1=2x,.0- xã ©@X¿=#1. 
+ Với x„ = 1 thì Ñxạ) = 1, F(x„) = 2 và phương trình tiếp tuyến phải tìm là : 
y=2x-1)+l‹es>y=2x-]1 
+ Với xạ = - 1 thì Ñx„) = 1, F(x,) = - 2 và 
phương trình tiếp tuyến phải tìm là : 
y=-2(x+l)+l©©y=-2x- 1 
Vậy có hai tiếp tuyến của (. đi qua A với 
các phương trình tương ứng là y = + 2x - 1 
Cách 2 : Phương trình đường thẳng (d) đi 
qua A(0; -1) với hệ số góc k là : 


y=kx-l 
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Aáä¿ 


1 


Để (d) tiếp xúc (. tại điểm M, điều kiện cần và đủ là (xem bài tập 13) 
Rau je kmy =1 lay xể =kxe~—1 
f'(xs)=k 2xe=k 
Khử x„ từ hệ này ta tìm được k = + 2. 
Vậy có hai tiếp tuyến của (. đi qua điểm A(0; - 1) với các phương trì nÈ là : 
y=#+2x-1 
Hình bên thể hiện màn hình của một trò chơi 
điện tử. Một máy bay xuất hiện ở bên trái màn 
hình rồi bay sang phải theo một quỹ đạo (C) có 


phương trình y = f(x), trong đó ƒ[x) = - 1 - _ 
X 


(x > 0). Biết rằng tên lửa được bắn ra từ máy 
bay tại một điểm thuộc (C) sẽ bay theo phương 
tiếp tuyến của (C) tại điểm đó. Tìm hoành độ các điểm thuộc (C) sao cho 
tên lửa bắn ra từ đó có thể bắn trúng một trong bốn mục tiêu nằm ở trên 
màn hình có tọa độ (1; 0), (2; 0), (3; 0) uà (4; 0) (làm tròn kết qua đến hùng 
phần uạn). 


Ta có f(x) = + 
x 


Phương trình tiếp tuyến (d) của quỹ đạo 
(C) tại tiếp điểm M, (x„; - 1 - s là : 


° 
1 

ý» xÈ- 0 -Ì~—¬ 
X6 Xo 


hay xỹ + 2x, - x +xây =0. 
Ta phải tìm xạ > 0, sao cho (d) lần lượt đi qua bốn điểm có tọa độ (1; 0), (2; 0), 
(3; 0) và (4; 0). ị 
a) Với x = 1, y = 0, ta có x? + 2x, - 1= 0. Suy ra xạ = - 1 + V2 ~ 0,4142; 
b) Với x = 2, y = 0 ta có x? + 2x, - 2 = 0. Suy ra xạ = - 1 + v3 x 0,7321; 
©) Với x = 3, y = 0 ta có x + 2x„- 3 = 0. Suy rax,=-1+2=1 
đ) Với x = 4, y = 0 ta có xỹ + 2x„— 4 = 0. Suy ra x„ = - 1 + V5 ~ 1,2361, 


Một uiên đạn được bắn lên từ mặt đất theo phương thẳng đứng uới tốc độ 
ban đầu uạ = 196m !s (bỏ qua sức cản của không khí). Tìm thời điểm tại đó 
tốc độ của uiên đạn bằng 0. Khi đó, uiên đạn cách mặt đất bao nhiêu mét ? 
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. 


Cho Oy theo phương thẳng đứng, chiều dương hướng từ mặt đất lên trời, gốc 
Olà vị trí viên đạn được bắn lên, khi đó phương trình chuyển động của viên 
đạn là : y 


y=vạt~ sau (g = 9,8 m/s?). (tại t = 20s) | 1960 
Ta có vận tốc tại thời điểm t là : 
v= y(t) = vạ - gt 
Do đó : v= 0e vụ — gt = 0 c> =8 = CC = 8018) 0 
L Ề 


Vậy khi t = 20s thì viên đạn bắt đầu rơi, lúc đó viên đạn cách mặt đất : 
y=vạt- sa, = 196.20 - h . 9,8.20? = 1960 (m) 


[Z,BÀI TÂP LÀM THÊM 


Tính đạo hàm các hàm số sau : 


8)y= (Ì + 1J\X + 1); Hy -Š Sể2 
2r+1 
1 
©)y = (8x - UẺ ; dđ)y= 
ợ # (x2 +1) 
4)y= dx3 -2x +1; b)y= si 
In 
dÍ “In HQ b)y=t(x+ 1Nx?+x+1. 
2r+1 
ax+b ax? +bx+e 
a)y= S b)y=—————— 
: cx+d r ex + 
1 2Øx“+2x-1 
Đáp số: 1. ø)y = 4xx + 1+ ——=x'+ 1); b)y = 
_ . 2x 7= “tay? 
-4x 
©) y =45x!(3xŠ - 1) ; d)y'= 
: _a an, 
2_ 
Ù. ng Mở BS 
dx3-2x+1 2/(x? +x+1)2 
-11 4x?+5x+3 
ở. a)y=——————, b)y'`=——— 
2(2x+1)?ýx? +x+3 2V4x?+x+l 
ad -bc acx2 + 2afx + bf - ce 
4 a)y' =-—=—; b)y'=——————— 
` (cx + d)? ° (ex +f)? 
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§3. ĐẠO HÀM CỦA CÁC HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC 


f TÓM TẮT GIÁO KHOA 
1. Giới hạn: limSI8X 
x0 x 
Định lí 1: 


m8 Nếu hàm số u = u(x) thỏa mãn các điều kiện : 
u(x) # 0 uới mọi x # xạ uà lim u(x) = 0 thì 
xo0Ð 


2. Đạo hàm của hàm số y = sinx 
Định lí 2 : 
ø) Hàm số y = sinx có đạo hàm trên R, uà (sinx)" = cosx 
b) Nếu hàm số u = u(x) có đạo hàm trên ở thì trên J ta có : 
[sin(u(x))]' = cos(u(x)). u (x). 
3. Đạo hàm của hàm số y = cosx : 
Định lí 3 : 
a) Hàm số y = cosx có đạo hàm trên R uà (cosx)ˆ = - sinx 
b) Nếu hàm số u = u(x) có đạo hàm trên .J thì trên .J ta có 
€os(u(x))“ = (—sin(u(x)). 'x 


hay : (cosu)ˆ = — sinu 


4. Đạo hàm của hàm số y = tanx : 
Định lí 4 : 


a) Hàm số y = tanx có đạo hèm trên mỗi khoảng [š + ^ + mÌ 


(uới k e Z), uà (tanx)" = 


os?x 


b) Giả sử hàm số u = u(x) có đạo hàm trên dJ uù ufx) # ^ + n (k 6 Z) 


6 š TT Ý n “fx) 
uới mọi x e J. Khi đó, trên dj ta có : [tan(u(x))]' = CÓ 
cos?(u(x)/! 
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5. Đạo hàm của hàm số y = cotx : 
Định lí 5 : 
a) Hàm số y = cotx có đạo hàm trên môi khoảng (Èn; (È + 1)t) (uới (b e Z) 


1 


tà (cotx)° = — 5 


sin^x 
b) Giả sử hàm số u = utx) có đạo hàm trên J tử ú(x) # n th e Z2) tới 
mọi x © J, Khi đó trên dJ ta có : 


6 uˆ(x) 
lcot(w(x))]'= - ——>——— 
gin“ (u(x)) 


x2 | 


[PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


BB, Tìm các giới hạn sau : 


.. tan2x ._ 1-eos?x ._ Ï*§ïnx -cosx 
a) lừn— y b) lìm—————; e) lim————— 
x¬0sin5x x^0 xsinx x>0]—sinx —cosx 
x32 
a¿ 
.. tan2x . tan2x 5x 2 2 
a) lim— = lim — ,=== 
x»0sin5x x>0 2x sin5x 5 5 
, l-cos2x „. sin?x mm... .' 
b) lim——— = lim—— = lim =_ 
x^0 xsinx x>02xsinxcosx x>02xcosx 2 
„- X ..x...% . # X 
1 + #iii%-:6ö#&£ 2sin— + 2sin— eos— Sin— + eos— 
e) lim———“Š - lim——2 = lim 2=-~1 
x^0l-s§inx-cosx x20, . ¿X + X xoÔ., X x 
2sin“ — - 2sin— eos— sin— -cos— 
2 5 9 2 02 


B8, Tính dạo hàm của các hàm số sau : 


q) y = ðsinx - 3cosx ; b) y = sin(x° - 3x + 2); 
©)y= cosxv2x +1; đ) y = 2sin3xcos5x; 
si“ sìng + C08 „ Ðy =aJãos2x. 

Sỉnx -€osx 


„4 — 
a) y` = ðcosx + 3sinx 


b) y' = (2x - 3)cos(x? - 3x + 2) 


2 -sinV2x +1 
©)y =————-sinv2x+1)= ————— 
2/2x+1 ⁄2x+1 
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đ) y = sin8x - sin2x = y' = 8cos8x - 2cos2x 


ởy< (cosx ~ sinx)(sinx — cosx) - (eosx + sinx)? =) 
(sinx — cosx)? (sinx - cosx)® 
, _ —2sin2x sin2x 
0y= = 


«đả — 


26/cos2x à v{cos2x 


3Ũ. Chứng mình rằng hàm số y = sin 


x + eosSx + 38sin®xeos°x có đạo hàm bằng 0. 


Ta có y = (sin?x + eos®x)(sin'x - sin”xcos2x + cos°x) + 3sin”xeos2x 


= sin'x + 2sinŸxcos”x + cos'x = (sinˆx + cos?x) = 1= y'= ) 


3E. 7ìm đạo hàm của các hàm số sau : 


x+1 
q) y = tan——; 
XI 2 


e€) y = tanŸx + cot2x ; 


b) y =coHx2 + 1; 


đ) y = tan3x - cot3x ; 


e)y = v1+2tanx ; Øy =xcotx 
44% 
Tế. by =— h2 
9cos2? *+1 vdx?+1 sin2Vx? +1 
AT... “N6 VA 7 
cos2x sin?22x cos23x sin?3x sin23x 
na =. fy` = cotx- z 
cos2xV1 + 2tanx sin2x 


38. Chứng mình rằng : 
ø) Hàm số y = tanx thỏa mãn hệ thúc y' - y - 1 = 0 
b) Hàm số y = cot2x thỏa mãn hệ thức y' + 3y + 2 = 0 
a)y' =1 + tan?x. Do đó y' - y? - 1 = (1 + tan?x) - tan?x - 1=0 
b) y' = -2(1 + cot?2x). Do đó y' + 2y? + 2 = - 2(1 + cot?2x) + 2cot?2x+ 2 =0 


33. Tìm đạo hòm của mỗi hàm số sau : 


Sỉinx + sin?x 

gy=——+——; =—_—._' 
* sinx 1+ tan2x 
e) tan(sinx) ; đ) y = xcot(x? - 1) ; 
e)y= co JE ~89x ; Ðy =xxvsin3x 
4é 
, _ XCOSX-—SỈnX sỉnX -xc0SX ` i 1 
8ìy Sự 'Ý=— ca g_ 6 (KCQSK > sinx(—= -———) 
x sSin“x b.$ Sin“x 
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_ 3sinxcosx(1 + tan2x) - sin?x.2(1 + tan?2x) 


b) 
(1+ tan2x)? 
__— Sin2x  2sin2x(1+ tan?2x) 
(1+ tan2x) (1+tanx)? 
: €osx 
©ÿ =————:› 
cos”(sinx) 
: -9x : 2x? 
đ) y' = cot(x? - 1) + X————— = cot(x”- 1)- ————— 
: sin?(x? ~1) Tớ, =1} 


_ 2sinvn~ 8x 


ely = 2(1 + eos2 LZ ~ 2x), y= r Dư —= - lu 


- 3cos3x _ sin3x + 3xcos3x 
Ðy' =xsin3x +x. ————=————————— 
2/sin3x 2sin3x 


3M. Tính ƒ(8) nếu fix) -  X-X99v 


s2 


€OSX ~xsinx 
'4¿ 
Với mọi x sao cho cosx — xsinx # 0, ta có : 
[eosx - (eosx - xsinx)](eosx - xsinX) - (sinx - xeosx)[-sinx - (sinx + xeosx)] 


f(x) = E 
(cosx - xsinx)? 
Vì sinr = 0, cosx = - 1 nên : f(x) = Dn Gà Le. - HƯU „ 
(~12 
35. Giải phương trình y' = 0 trong mỗi trường hợp sau : 
q) y = sin2x - 2cosx ; b) y = đsin2x + 4cos2x + 10x ; 
Œ)y =cos2x + sinx ; đ) y = tanx + cofx. 


a) Với mọi x e R, ta có : y'` = 2cos2x + 2sinx = 2(1 - 2sin?x) + 2sinx 
Vậy y' = 0 ©» 2sin?x - sinx - Đâu =0 
+k2n 


sinx =1 › 


_— 1 c|x=— + 9n 
SH == 6 


x= thêu (km e Z2) 


b) Với mọi x e R, ta có : y'` = 6cos2x - 8sin2x + 10 
Vậy y` = 0 © 4sin2x - 3cos2x = ð 


= 4 in2x _ Â vn =1(1) 
5 5 


2 2 
Vì 4 + Š = LAAHGð Bổ 0/8ãmGHö Công: = 2V8 sinu zÈ) 
5 5 5 b 
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Thay vào (1), ta được : 
sin2xcosơ -— sinœcos2x = 1 ©› sin(2x - œ) = 1 


S2 Ta =ố + kẽn ©x = 206 + 5 + kên) k c Z) 


©) Với mọi x e R, ta có : y` = - 2cosxsinx + cosx = cosx(l - 2sinx) 
y` =0 © cosx(1 - 2sinx) = 0 © cosx = 0 hoặc 1 - 2sinx = 0 
Lj cosx = Ú s x = 2 + kw 


x=~+k2m 
xIẾ- 
x=” ¿km 
6 


8 1-2sinx=0‹>sinx= 


t2l— 


Vậy đáp số là x = Š + kx ¡x =c + kên ¡x= + kên (kc z) 


3 1 T 
d)y'= ——— với mọi x # k— 
cos”x sin2x ỳ 9 
ý 1 1 4 
y=0 e@— =—-C©tanx=l 
cos”x sin^x 
© tạng =+ 1œ x= +2 + kh ke Z 


36. Cho hàm số f(x) = 2cos”(4x — 1). Chứng mình rằng uới mọi x ta có Lƒ(x)| <8. 
Tìm các giá trị của x để đẳng thức xảy ra. 
› 
Với mọi x c R, ta có : 
f(x) = 2.2cos(4x - 1). [-sin(4x - 1)|4 = - 8sin2(4x - 1) 
Suy ra lf(x)l = 8lsin2(4x - 1)l < 8. 
Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi : 


sin2(4x ~ 1) = + 1. 2(4x - 1) = 2 + kh 


ax=fSLEtv xxx œ4 khô ẽ Z) 

6 8 4 16 

31. Cho mạch điện như hình oẽ. Lúc đầu tụ điện có điện tích Q„. Khi đóng khóa 
K, tụ điện phóng điện qua cuộn dây; điện tích q của tụ điện phụ thuộc oào 
thời gian t theo công thức q(1) = Q„sinot, 
trong đó, œ là tốc độ góc. Biết rằng cường độ I(t) 


SIƒ “6 
của dòng điện tại thời điểm t được tính theo | 
công thức I(t) = q (t). K 
Cho biết Q„ = 10”%C uà o = 10Šn rad/s. Hãy tính 


cường độ của dòng điện tại thời điểm t = 6s (tính 
chính xác đến 10'5mA). 
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4/ 
Cường độ dòng điện tại thời điểm t là : 
lít) = qŒ) = Quøcosot ` 
Khi Q, = 10'ÊC và œ = 10m rad/s thì cường độ dòng điện tại thời điểm t = 6s 


là : I(6) = 108.105x.eos(10Êm.6) = 1og^) ~ 31,41593 (mÀ). 


38. Cho hàm số y = cosÊx + msinx (m là tham số) có đồ thị là (C). Tìm m trong 
mỗt trường lợp sau : 


a) Tiếp tuyến của (C) tại điểm uới hoành độ x = m có hệ số góc bằng 1. 
b) Hai tiếp tuyến của (C) tại các điểm có hoành độ x = ¬ Uà x= : SOng song 
uới nhau hoặc trùng nhau. 
3 
Đặt f(x) = cos”x + msinx, ta có : 
f(%) = - sin2x + meosx 
a) Hệ số góc tiếp tuyến của (C) tại điểm có hoành độ x = r là : 
f{t) = -sin2mn + meosr = -m. 


Vậy f(rn)=1l©©m=-1 
b) Điều kiện của bài toán có nghĩa là ca) = rô). Ta có : 


fc) = fÒ) sả -sin(~2) + meos(~2) = -sinC + meos. 


⁄2 3 m 3+2 


©l+m—=-—+—cm= 
PB” #6 8 1-2 


[Ö,BÀI TẬP LÀM THÊM 
(Chứng mình rằng đạo hàm của hàm số sau không phụ thuộc 0uào x : 


T T 2n 2n c3 
=0. 3 |* €8 ko load E 0g + cos Ehy ~ 2sinˆx 


Đáp số : y' = 0 

B8. Giải phương trình y' = 0 uới y = 3eosx + 4sinx + ðx 

3. Tính đạo hàm của : 
21-Ýx . 
1+4Jx` 


đ) ÿ = c8 b) sin[eos°(tanŠx)] 
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§4. VI PHÂN 


ffóM TẮT GIÁO KHOA 


1. Vi phân của hàm số tại một điểm : 


Tích ƒ (x„)Ax được gọi là ui phân của hàm số y = ffx) tại điểm x, (ứng 
uới số gia Ax) uà được kí hiệu là dƒYx„), tức là : 


2. Ứng dụng của vi phân vào tính gần đúng : 
3. Vi phân của hàm số : 


Nếu hàm số ƒ có đạo hàm ƒ' thì tích ƒ (x)Ax gọi là uí phân của ham số 
y = ffx), kí hiệu là : dƒẦx) = ƒ(x)Ax (2). 


Tính uì phân của hàm số y = x, ta có dx = (x)“Ax. Do đó ta cá thể 


uiết (2) dưới dạng :| dffx) = f'(x)dx hay dy = ydx| (3) 


[PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


38, Tính öu¡ phân của hàm số f(x) = sin2x tại điểm x = aiứng uới Ax= 0,01; 


Ax = 0,001 


› 


đấx,) = f(x,)Ax. Ta có f(x) = 2cos2x 
đIẾT « Blens SE. Axx = Âx 
3 3 


Với Ax=0,01 thì díC )=~0,01 
Với Ax= 0,001 thì dc )=-0,001 


0, Tính u¡ phân của các hàm số sau : 


a)y = -Š. (œ nà b là các hằng số) ; b) y = xsinx ; 
a+ 
©) y =3? + sin?x ; đ) y = tanŠx. 


7 1 
aTacó y =————_— dy=————dx 
ỹ 2(a+bwx , 2(a + bNx 
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b) y'` = sinx + xeosx = dy = ydx = (sinx + xeosx)dx 
©) dy = y'dx = (2x + sin2x)dx 
đ) dy = y'dx = 3tan?x(1 + tan?x)dx 
MÍ. Áp dưng công thức (1), tìm giá trị gần đúng của các số sau (làm tròn kết quả 
đến #“u phần nghìn). 
: : o40” 
4) 8.2995 ặ b) 0,996 ; ©) cos45°30 


đá 


a) Xét hàm số fx) = = ta có f(x) = = 
x x? 


Đật x„ = 1, Ax = -0,0005 và áp dụng công thức gần đúng 
Xe + AXx) ~ f(Xu) + f(X¿)Ax 


ta được: ————>~>——--—>.Ax, 


hay : ~ 1+ 0,0005 = 1,0005. 


0,9995 


vì 
b)Xét. ftx) = Ýx ta có f(x) =—— 
2x 


Xo = 1, Ax = -0,004 
fUX¿ + AX) ~ fX¿) + F@,)Ax © ý0,996 ~ 1 — 0.004 = 0,998 


ce) Xét hàm số f(x) = cosx, ta có f(x) = -sinx. Đặt xạ = SA 
4 360 
(h 32 = 30) và áp dụng công thức gần đúng trên, ta được : 
coS(— + ——) x €O§: sin( = 
4 4_ 4380 : 
Vậy cos4ð°30' ~ * _*2 ~ 0/7009 
2 2 360 


ïhö ¿0 : 
[Š,BÀI TẬP LÀM THÊM 


LẺ Cho y = Jx? —2x, chứng mình rằng ydy - (x - 1)dx = 0. 
Tìm giá trị gần đúng của : 
a) Ÿ215 ; b) cos61° ; c) Ÿ1,04 


Đáp số : _ a) 5,9907 (xét ffx) = ŸÍx, x„ = 216, Ax = - 1) 
b) 0,4849 (xét f[x) = cosx, x„ = 600, Ax = 1° = 0,0174) 
©) 1,01 
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§5. ĐẠO HÀM CẤP CAO 


[TÓM TẮT GIÁO KHOA 


1. Đạo hàm cấp hai : 
Định nghĩa : 
Cho hàm số ƒ có đạo hàm ƒ'. Nếu ƒ' cũng có đạo hàm thì đạo hàm của 
nó được gọi là đạo hàm cấp hai của hàm ƒ uà kí hiệu là ƒ, tức là : 
£'=ứ? 
ƒ còn gọi là đạo hàm cấp một của hàm số ƒ. Đạo hàm cấp hai của 
hàm số y = ƒfx) còn được kí hiệu là y”. 
2. Ý nghĩa cơ học của đạo hàm cấp hai : 
Gia tốc (tức thời) a(tg) tại thời điểm tạ của một chất điểm chuyển 
động cho bởi phương trình s = s(t) bằng đạo hàm cấp hai của hàm số 
§ = sứ) tại điểm t„ tức là : 
d(tg) = (tạ) 
Gia tốc tại thời điểm t„ đặc trưng cho sự biến đổi uận tốc của chuyển 
động tại thời điểm đó. 
3. Đạo hàm cấp cao : 
Cho hàm số ƒ có đạo hàm cấp n - 1 (uới n eN, n >9) là ƒ"~1' Nếu ƒ"~1) 
là hèm số có đạo hàm thì đạo hèm của nó được gọi là đạo hàm cấp n 
của hàm số ƒ uà kí hiệu là ƒ"). Nói các khác : 
ƒ)= [ƒ ^~ÙƑ, (n eN, n >9) 


Đạo hàm cấp n của hàm số y = ƒffx) còn được kí hiệu là „ 


D PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


M8. Tìm đạo hòm của mỗi hàm số sau đến cấp được cho kèm theo. 
0) fx) = x' - cos2x, ƒ“\x) ; b) ffx) = cos2x,ffŠ)x ; 
©) f[x) = (x + 10)5,/"). 


a) Ta có : f(x) = 4xŸ + 2sin2x; f'(x) = 12x? + 4cos2x 
f®) = 24x - 8sin2x ; f“(x) = 24 - 16cos2x 
b) f(x) = 2cosx(-sinx) = -sin2x; f'(x) = - 2cos2x 


f3\x) = 4sin2x; f“) = 8cos2x; f®!\(x) = -16sin2x 
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cì (x) =6(x + 10); f'(x) = 30(x + 10); f2\x) = 120(x + 10) 
f“\x) = 360(x + 10)?; fŠ\x) = 720(x + 10);  Ế®\x) = 720 
f"\(x)=0 Vn >7 

W3. Chưng mình rằng với mọi n 3 1, ta có : 
f-1".n! , 


: 


a) Nếu ffx) = s thì ƒ"x) = 
x 


xh+1 
b) Nếu ƒx) = cosx thì ƒ“*!(x) = cosx ; 
e) Nếu ffx) = sinax (a là hằng số) thì ƒ“"x) = a'"sinax. 
„°{& — 
a) Cho f(x) = : (x z0). Ta hãy chứng minh công thức : 


(~-1)".n! š 
—nnr (Vn > 1) (1) bằng phương pháp qui nạp. 
x 


n 


f"X\x) = 


_1ìn 1 
+ Với n = 1, B66: Ê5òg si) co S VU Tế. 
x? xưa xã 


Suy ra (1) đúng khi n = 1. 


(~UÈ.kl 


+ Giả sử (1) đúng cho trường hợp n = k (k > 1), tức là f*(x) = tn 
xk* 


ta phải chứng minh (1) cũng đúng cho trường hợp n = k + 1, tức là : 


km _ CDŠ#1.(k‡+1)t 
ft+l\x) = = n7 


Thật vậy, ta có : 
_(CUỀkI(k+1)xR - (CUÈ*!,(+1J! 


k+1l(x) = [Ế(x)}' = 
f*+x) = [F*(x)] = x2k+D : xk+2 


b) Cho f(x) = cosx. Ta hãy chứng minh công thức : 
f4") (x) = cosx (Vn > 1) (2) bằng phương pháp qui nạp. 
Ta có : f(x) = -sinx ; f'(x) = -eosx; f"(x) = sinx ; f“(x) = cosx 
+ Với n = 1 thì f*"(x) = Ế*(x) = cosx 
Suy ra (2) đúng khi n = 1 
+ Giả sử (2) đúng cho trường hợp n = k (k > 1), tức là : f“*\(x) = eosx, 
ta phải chứng minh (2) cũng đúng cho trường hợp n = k + 1, tức là phải 
chứng minh : f4®*+*1(x) = cosx (hay f“**4(x) = cosx). 
Thật vậy, vì: — f“*(x) = cosx nên f“**!(x) = ~ sinx ; 
f4k*?(x) = - cosx; f“**3(x) = sinx ; f“**#(x) = cosx 
c) Ta có : (x) = acosax ; f'(x) = -a®sinax ; 
f®(x) = - a°cosax; f'®(x) = a'sinax. 
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Với n = 1 ta có f “\(x) = a'sinax, đẳng thức đúng với n = 1 

Giả sử đẳng thức đúng với n = k tức là : f%*\x) = a'*sinax 

Với n= k + 1 ta có f4**4(x) = (f4)J41(x) = (a“*sinax)®) do f®\(x) = a“*sinax 
f4*U(y) = a4*lcosax ; ƒ4k92)(x) - _ a4**2sinax 
f4+3(x) = -a*#“*3cosay; f*4(x) = a4*4sinax 

Vậy đẳng thức đúng với n = k + 1, do đó đẳng thức đúng với mọi n. 

%4, Vận tốc của một chất điểm chuyển động được biểu thị bởi công thức 
u(t) = 8t + 3!?, trong đó t tính bằng giây (3), t > 0 uà u(t) tính bằng mét ! giá) 
(m1s). Tìm gia tốc của chất điểm : 

ø) Tại thời điểm t = 4s; 

b) Tại thời điểm mù uận tốc của chuyển động bằng 11 mịs. 
Ta có a(t) = v(t) = 8 + 6t 

a) Khi t = 4s thì a(4) = 32m/s? 


se1 
b) Khi v(t) = 11 m⁄s thì ta được : 8t + 3t? = 11 © 11 
t=-—— (loại) 
3 
Với t = 1s thì a(1) = 14m/s? 
%. Tính uí phân của mỗi hàm số sau : 
ga) y = tan®3x - cot3x” ; b) y = deos?2x + 1 


b) 


a) y'` = 2tan3x. 3(1 + tan?3x) + 6x(1 + cot?3x”) 
= dy = ydx = [6tan3x(1 + tan?3x) + 6x(1 + cot?3x?)]dx 


b)y'= 2cos2x.(— 2sin2x) _ -sin4x `"... Z 


2Veo22x+1 - cos22x+1 x=T= #x+l 


%6. Dùng u¡ phân để tính gần đúng (làm tròn kết quả đến hàng phần nghìn) : 


q) : .. Hướng dẫn :Xét hàm sốy= : tại điểm x„ = 20,25 = 4,8 uới Ax = 0,05 
20,3 w 
b) tan29°30'. Hướng dẫn : Xét hàm số y = tanx tại điểm x„ = § uới Â: = - So 
a) VÌ —— =——1__ nên ta xét Nầm sổ Ẩx) =—.tài xụ < 20/88 
văn 20,25 + 0,05 SE la há kh 
Với Ax = H 0ð. Ta có : 
1 1 1 
fŒ%ạ) = =— ;:f(%¿)=-—————— = -~-„—-. Do 6 
` TT. 45)” 220252025 18225 
1 1 _ 0/0 
——=-=Ẩ20,3) = fx„ + 0,05) = fx,) + f(x,).0,05 = — - ——— ~0,222 
20,3 š = - 4,5 18225 
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b, Vì tan29°30' = ta ~==— |nên ta xét hàm số f(x) = tanx tại #Ku= bo 
6 360 6 


Với Ax = ———. Ta có : 
360 


Ñ# )= bát =-E fX,) = 12 tanT - 2, Do đó : 
6 x3” 6 3 
T T 1 4 T 
tan| — =—— |  f(x¿) + F(x¿)Ax = — + c(-——) > 0,B66 
An g 365) Xạ) +(X,)Ax v3 T3 360 


MỊ. a) Cho hàm số ffx) = tanx. Tính ƒ"'(x) oới n = 1, 9, 3. 
b) Chứng mình rằng nếu ƒtx) = sin?x thì ƒU(x) = - 9'"“!cosÐx (1) 


a) f(x) = 1 + tan*x; f*(x) = 2tanx(1 + tan?x), + 
f`{x) = 2(1 + tan?x)? + 4tan2x(1 + tan?x) 
b)Vớin= 1tacó f(x) = sin2x ; f '(x) = 9cos2x 
f2\x) = - 4sin2x;  f“(x) = - 8cos2x 
Vậy (1) đúng với n = 1 
Giả sử (1) đúng với n = k tức là : f“*(x) = ~2*-lcos2x 
Với n=k+1ta có:  f®**1x) = (f®*(x)} = 2#*sin2x 
f4*2\(x) = 24*lcos2x ; f4k+8(x) - — 24*2sin2x 
f4k*4(x) = ~ 24 * 3cos2x 
Vậy (1) đúng với n = k + 1 do đó (1) đúng với mọi n. 
WB, Chứng mình rằng : 
a) Nếu y = Asin(ot + @) + Bcos(of + @), trong đó A, B, o uà ọ là những hằng 
số, thì y" + œŸy =0 
b) Nếu y = 2x —x? thi yŸy" + 1= 0 


8) y = Asin(ot + @) + Becos(oœt + @) nên 
y` = Aocos(ot + @) - Bosin(ot + @) 
y` = -Aø®sin(ot + @) - BøÊ?cos(ot + @) 
Suy ra zy" + øœ2y = -[Ao?sin(ot + @) + Bo@2eos(ot + @)] 


+ @#[Asin(ot + @) + Beos(ot + @)] = 0 
8-3x ° 1= 


2/2x -x? _= x? 
-Ä2x-x? -(1-x).———— 


: — ~Ð2x+x?T-1+2x-x? _ ~1 


Yy=“—————hh“ =. 
(2x -x?) (2x -x?)8 \(2x -x?)8 


Suy ra yŸ.y" + 1= q|(2x -x2)3 .. .. 
\@x -x?)3 


b) Ta có : y'= 
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P. BÀI TẬP LÀM THÊM 
L Tìm đạo hèm cấp n của : 


d)y b) y = sinax. 


É xœ- 1D” 
1 1 ụ T 

: (n) ~ z ® (nl _ „„n L 
ĐS : a) y"ˆ = (—1)".n! lợa trym mm ) b) y"! = q"sin(ax + Hự 
3 


Cho y = THẻ Chứng mình rằng 2y? = (y - 1)y" 


Cho y = 4x + 1, chứng mình rằng 4yy" + 1 = 0 


BÀI TẬP ÔN CHƯƠNG 5 
W8, Tìm đạo hòm của các hàm số squ : 
4 3 2 ~-g? 
giải g2 he 5e 2x +1; By =S- T5t ST vn tà hằng sối ï 
? 3 x-1 
e) y = (9 - x”)cosx + 2xsinx ; d) y = tan?x + tanx?. 


e« đ&k — 


bi 
a) y' = 2x) + 5x? - —— 
42x 


2x 
b#< (2x + 8)(x ~1)~(x? +3x-a2) _ x?-2x+a?~3 
(x~1)2 (x~1)? 


e) y' =-9xcosx - (2 - x?)sinx + 2sinx + 2xcosx = x°sinx 
d) y' = 2tanx(1 + tan?x) + 2x(1 + tan”x?) 


5Ũ. a) Chứng minh ràng | ) = —m trong đó n e N* 
xm+ 


1 
~R, 
b) Hãy so sánh uới công thức (x")' = nx""! uà nêu nhận xét. 
c4 ˆ~ 


1. (x"} -nựa-I n 
a) Ta «| S) XE” — "—= SÉT” — 


b) Ta có (x'"}' = -nx"""! (Theo a) 
Nhận xét : Công thức (x"} = nx"ˆ! đúng với mọi giá trị nguyên của n (chú 
ý rằng khi n < 0 thì chỉ có thể xét đạo hàm trên (-œ; 0) +2 (0; +)). 
§L Tìm đạo hàm đến cấp được nêu kèm theo của các hàm số sau (n e N*) 


đ) y = sinx, y""; b) y = sinxsin5x, y') ; 
€) y = (4 - x)Š, y'"; d)y= xa "4t; 
2+xz 
1 
e)y=———y"); = cos2x, y2"), 
- tê cả » 3# 
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© đá/ 
aly =COSX; ÿ” = -SInX; y”= -cosx 
b)y= g(e0s4x ~ €0S6X) 
y =-2sin4x + 3sinôx ; y” = -8cos4x + 18cos6x 
y”= 32sin4x - 108sin6x;  y!'''= 128cos4x - 648cos6x 


©)y' =-B(4 - xJ; y"=20(4 - xổ; y” = -60(4 - x)? 
y*'z= 1204 -x);  yŠ)=- 120; y"' =0(Vn >6) 
đy=——et.eB)P, ga-lwaslll; vˆ«tlC2Wx«Đ9JS,. 
x+2 


Bằng qui nạp ta chứng minh được : 
nỉ 


y""!z (-1)(-9)..(—n).(x +2) n~!>(-1)".,————— 
(x+2)n*+1 
©)y =(2x + 1)!;y' =(-1)(2(2x + 1)°; y" =(-1/(-9).9?2x + 1)3,... 
8 2".n! 
Bằng qui nạp ta chứng minh được : y'*' = (-1)/".—————— 
ke t = (2x+1)n+1 
f Ta có: y`= -sin2x; y`=-2cos2x; y"=2”®sin2x 
y'= 2%eos2x; ylŠ'=-2°sin2x; yÊ'= -25cos2x,.. 
Bằng qui nạp ta dễ dàng chứng minh được : y!2"' = (~1)".22"“!eos2x, 
SẼ. Tính ö¡ phân của hàm số y = — tại điểm x = ứng uới Ax =—— 
ú *~ tang = .. 360 


(tính chính xác đến hàng phần uạn) 


Âd¿v 


~211 + tanx) 


Ta có : dÑx) = C05 X Ax= — 
(1+ tanx)' cos2x(1 + tanx)8 
ca. 
Suy ra TẾ =———*9—,=——————; x-0,0059 
cos? HỆ + tang) 180 l1 5] 
6 v3 


B3. Gọi (C) là đô thị của hàm số flx) = xÍ + 2x? - 1. Viết phương trình tiếp tuyến 
của (C) trong mỗi trường hợp sau : 


a) Biết tung độ của tiếp điểm bằng 2; 
b) Biết rằng tiếp tuyến song song uới trục hoành; 


c) Biết rằng tiếp tuyến uuông góc uới đường thẳng y = -ất +; 
đ) Biết rằng tiếp luyến đi qua điểm A(0; -6). 
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Z3. 


a) f(x) = 4x) + 4x. Ta có 2 = y„ = xã +2x2 -1©©> x4 +2x2-3< 0 
xế =1 $x&=#1 
xi = -3 (loại) 
* Với x„ = 1 ta có f(1) = 4.12 +4.1=8 
Phương trình tiếp tuyến trong trường hợp này là : 
y-2=8(x-1)©y=8x-6 
* Với xy = -1 ta có f(~1) = 4-1) + 4.(~1) = -8 
Phương trình tiếp tuyến trong trường hợp này là : 
y-2=-B(x + 1) © y = -8x - 6 


b) Tiếp tuyến song song với trục hoành tại điểm có hoành độ x„ thỏa : 
f(%¿) = 0 © 4xẩ+ 4x, = 0 © 4x,(xấ+ 1) = 0 © xạ= 0(y„= - 1) 
Phương trình tiếp tuyến cần tìm là : y = (-1) = 0(x - 0) © y = -.1 

c) Vì tiếp tuyến phải tìm vuông góc với đường thẳng y = _ + 3, nên hệ 


số góc của tiếp tuyến bằng 8, suy ra : y` = 8 © 4x! + 4x-8=0 
© 4(x- 1)(x”+x+2)=0<+x=1 
Theo câu a), ta được phương trình tiếp tuyến phải tìm là : y = 24x - 3) 
d) Cách 1 : Phương trình tiếp tuyến tại điểm M(x„; f(x„)) của đồ thị (C) là 

y =f(j).(X — Xạ) + Ñx¿) © y = (4xŸ + 4X¿)(%X — X;) + xổ + 3xÃ - 1, 
Vì tiếp tuyến phải tìm đi qua điểm A(0; -6) nên ta có : 

~6 = (4x + 4x,)\(0 - xạ) + xổ + 2xã - 1 

©3x4+2x2—-5=0<©x2=1x¿=+1 

Theo câu a) phương trình của hai tiếp tuyến phải tìm lần lượt là : 

y = 2(4x - 3) và y = - 2(4x + 3) 


Cách 2 : Phương trình đường thẳng (1) đi qua điểm A(0; -6) với hệ số góc 
bằng k là : y = kx - 6 
Để đường thẳng (1) là tiếp tuyến của đồ thị (C) (hay tiếp xúc với đô thị (C) 
Suy 4 9 s21 = hy z= 
thì ta phải tìm k sao cho : . - cá 48 nSiÁP he 
f'(x)=k 4x2 +4x=k 
Khử k từ hệ trên ta được : 3x' + 2x?- 5 =0 ©x?=1e^x=#1 
Suy ra k = +8. 
Vậy hai tiếp tuyến phải tìm có phương trình là : y = 2(4x - 3) và y = -2(4x + 3) 
SM. Tìm một điểm trên đô thị của hàm số y = = sơo cho tiếp tuyến tại đó cùng 
== 
uới các trục tọa độ tạo thành một tam giác có diện tích bằng 2. 
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e2 


`. 1 
Với mọi x # 1, ta có :y` =- 


(x-1)? 


Phương trinh tiếp tuyến của đồ thị hàm số đã cho tại điểm M,(x¿; ———} 
w 


1 
(với x„ # 1) là : y =——————t% - Xa) + 
š M (xạ =1)2 SỐ” vu St 
Tiếp tuyến này cắt trục hoành tại điểm A có hoành độ 
5 ˆ XA —Xoẹ 1 
xạ thỏa mãn : —^———— = €©XA= 2X,-— 1 
ẹ @HP gi 


và cắt trục tung tại điểm B có tung độ vụ là : 


Xi So v 1L 2#e~1 
BẺw.-ff' =1 „<1 
1 (2x¿ =1)? 3 
Ta có : Sọap = 2 © =lxl.lyp| =2©>—————=4cx,=— 
2 (xe ~12 . 
St #Š 3 
Ñuy ra Y,=g—=~4. Vậy điểm phải tìm M, có tọa độ là œ -4). 


—1 
4 


5B Đô thị (2) của một hàm số bậc hai y = P(x) đã bị 
xóa đi, chỉ còn lại trục đối xứng A, điểm A thuộc 
(-#) uà tiếp tuyến tại A của (.#. Hãy tìm P(x) uà uẽ 
lại đồ thị (# 


2 


Đa thức phải tìm có dạng : P(x) = ax? + bx + e (a z 0). 
Ta có : P(x) = 2ax +b 


Vì trục đối xứng (A) có phương trình x = 1 nên : = =1 
a 


Vì đồ thị ( đi qua điểm A(3; 0) nên ta có P(3) = 0, tức là : 
9a + 3b+c=0(2) 


Vì hệ số góc của tiếp tuyến tại diề¡n A3; 0) bằng tan, nên ta có P3) = 1, 


tức là : 6a + b = 1 (3) 
Giải hệ ba phương trình (1), (2) và (3) với ba ẩn số a, b và c, ta được : 
1 1 3 Ÿ ttA) 
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58. Cho parabol (9 : y = x?. Gọi M; uà M› là hai điểm thuộc (9, lần lượt có hoành 
độ là xị = ~ 2 0à x; = 1. Hãy tìm trên (# một điểm C sao cho tiếp tuyến tại 
song song uới cát tuyến M,M;. Viết phương trình của tiếp tuyến đó. 

Các điểm M; và M; có tọa độ là M;(-2; 4); Mạ(1; 1). 
Hệ số góc của cát tuyến M;M; là tang = Š vá 


Vì tiếp tuyến tại điểm C(x,; x2) song song 
với cát tuyến M¡M; nên ta có : 


yO@)=— 1© 2x, =- `: 
. Si 1,1} 
Suy ra tọa độ của điểm C là|~ 5:2 | 


Vậy phương trình tiếp tuyến phải tìm là : 


yCHỈx vệ +22 y6 
3) 4 


BỊ]. Một chất điểm chuyển động có phương trình 
s=?- 3£ - 9t + 2, ở đó, t tính bằng giây (s) t > 0 uà s tính bằng mét (m). 
ga) Tính uận tốc tại thời điểm t = 2; b) Tính gia tốc tại thời điểm t = 3; 
e) Tính gia tốc tại thời điểm uận tốc bằng 0; 

d) Tính uận tốc tại thời điểm gia tốc bằng 0. 

Ta có s = 3t? - 6t — 9 ; s” = 6t - 6 
a) Vận tốc tại thời điểm t = 2 là : v = s(2) = - 9m/s 
b) Gia tốc tại thời điểm t = 3 là : a = s'(3)= 12 m/s? 
e)v=s=0©s3t?-6t-9=0©t=3 

a(3) = s"(3) = 12m/s? 
d)a=s°=0€©6t-6=0œ©t=l 

v(1) = s(1) = - 12m/s 


BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM KHÁCH QUAN 


5B. Mỗi khẳng định sau đây đúng hay sai (đánh dấu uào ô trống thích hợp) ? 
g) Hàm số y = cotx có đạo hàm tại mọi điểm mà nó xúc định. 
đúngH sai 
b) Hàm số y = vx có đạo hàm tại mọi điểm mà nó xác định. 
đúng sưi 
e) Hàm số y = \x\ có đạo hàm tại mọi điểm mà nó xác định. 
đúng sai 
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e7z4 Ôi 
a) Đúng; _b) Sai (vì hàm số t = Vx không có đạo hàm tại x = 0) 
e) Sai (Vì hàm số y = IxI không có đạo hàm tại x = 0) 


Với môi bài từ 59 đến bài 62, hãy chọn bết quá đúng trong các kết quả đã cho : 
B8. Tiếp (tuyển của đô thị hàm số y = = tạt điểm tới hoành độ x = - 1 có 
x 
phương trình là :(A) y = -x - 3;(B) y=~—x+2;(C)y=x- 1;(D)y=x+2. 
e??4 ôi 
Ta có:y(-l)=-2; y=- 


—N <0 Wx # 1. Chọn (A) 
x~ 


BŨ. Tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = —— tại điểm tới hoành độ x = — có phương 


42x 32 
trình là :(A) 3x - 3y = - 1;(B) 2x - 3y = 1;1C) 3x + 3y = 8;(D) 3x + 2y = —3 
??z4 Âv 


v=e=: Wgj}=1: v[§)=-1 
2xV2x ` \2 ¿ \32 
Phương trình tiếp tuyển : y - 1= - 1(x - g Cy=-x+ Ỹ Chọn (C) 


BL Hàn số có đạo hàm bằng 2x + cÀ là : 
? 


3 3 c 
(A)y=Š tà; tp) tê. 
x x 
2 ? = 
(œy-## sa; tp +x 1 
# x 
Nưnế x+ðx-1 „; 1 1 
Ta có y= ————— =Xx"-—+5=—=y =2x+—. Chọn (B) 
x x £° 


B8. Đạo hàm cấp 2010 của hàm số y = cosx là : 

(A) sinx; (B) - sinx ; (C) e0sx ; (D) - cosx. 

› 

«24 

(cosx)'#*' = cosx ; (cosx)!*°*?' - ~ cosx. Mà 2010 = 4n + 2 nên chọn (D) 
B3, Điền nội dung thích hợp cào chỗ trống : 

a) Hèm số hợp của hàm số y = cotu uà hàm số trung gian u = 4x là 

b) Hàm số hợp của hàm số y = u" uà hàm số trung gian u = cosx + sinx là 


#„=..« 
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e) Hàm số y = tan3x là hàm số hợp của hàm số y =........... uà hàm số trung gian 


H2..s..‹e.s‹ 
đ) Hàm số y =cosx là hàm số hợp của hàm số y =........... tà hàm số trung gian 
l E.......... 
› 
.”?z4¿ôi 
a) cotVX ; b) (sinx + cosx)”; e) tanu và 3x; — d) Vu và cosx. 


BÀI TẬP ÔN LÀM THÊM 


Ỷ : 
L Øh6 Mêm sổ ƒsảo định bổi:/b0z|S — ®1x«t 
ax +b khi x >1 


Xác định a uà b để hàm số có đạo hàm tại x = 1. 
Để hàm số có đạo hàm tại x = 1, trước hết hàm số phải liên tục tại x = 1, ta có : 
lim fx)= lim ftx) = Ñ1) 
xel- x.-l+ 
lim f) = lim x?=1; lim fx)= lim (ax+b)=a+b. Vậya+b=1 
xel- xol+ x¬l+ xol+ 
Ta có : f(x) = x2 = f(x) = 2x = f_(1) =2; Ñx) = ax + b = f(x) =a =>f,(1)= a 
f có đạo hàm tại x = 1 thì f (1) = f,(1) hay a = 2 (2) 
Từ (1) và (2) suy ra:a=2,b=-1 

? : 

B. Cho hàm số ƒ xác định bởi : ffx) ` rat chanh 

-y? +bx+c khi x >1 
Xác định b uà c để ƒ có đạo hèm tại x = 1. 
Để f có đạo hàm tại x = 1 trước hết f phải liên tục tại x = 1. Ta có : 
lim fx) = lim fx) = Ñ1) © lim x?°= lim (-x?+bx+c)=1 
x—l- xl+ xl- xl+ 
©-1+b+c=le©bx+c=2(1) 

fx) = x? © f(x) = 2x © f (1) =2 
fx) = -x? + bx + c © F(%) =~ 2x+b==f,(1)=~2+b 
Từ f_(1) = f,(1) suy ra 2 = - 2 + b hay b = 4 (2) 
Từ (1) và (2) suy ra b = 4, = - 2 
3. Dùng định nghĩa tính đạo hàm các hàm số : 


.g) [[x) = x.sinx ; b) fx) = lx? - 5x + 6Ì tại x = 3; 
* 
) = tại x =0 
NT sướn 
: š ệ * 3 ¿ 1 1 1 
M_. Tính đạo hàm cấp n của hàm số:y =—————. HD:y=——-—— 
x?-3x+2 #8 #-1 
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B8. Cho(CJ:y=ffx)=x)+x?+x+1 


u) Chứng mình trên (C) không có điểm nào mà tại đó tiếp tuyến tới (C) song 
song uới trục hoành. 

b) Viết phương trình tiếp tuyến tới (C) biết tiếp tuyến 0uông góc uới đường 
thẳng :x + y~ 1 =0. 


: khix <1 
6. Cho hàm số ffx) = q lở ` 
2? +b khi x >1 


hai 


Định a, b để hàm số có đạo hàm tại x = 1. Đáp số : a = b 


ÔN TẬP CUỐI NĂM 


Ầ ¬.ẻ  “.. 
(La) Tính S: Uà €OS— 


b) Chứng mình rằng có hằng số C > 0 để có đẳng thức : 


sinx + (2 ~ 1)eosx = Ccos(x ~ = UỚI mỌi x. 


4á¿¿ 


1-cos ¡.? 
a) Ta có ET. “hoc VAN VU... sá HIÊ TS 2-42 
8 2 2 4 8 2 
l1+cos ¡.Ý? 
cos?~ = = 2 -2+v2 = cos" = “2+ 2 
8 2 2 4 8 
b)Tacó 12+(V2-1)*=4- #50 Bói 
sinx + (V2 - 1)cosx = 4-92) ———— Nha đc 


XE 44 -»2 
=4 -#(2(sinxcos. + sin eosx) = 4 - 2/2sin(x xơ =4 - 2/2cos(x- ® 
W——L__„ +28 „1 2+ 42 = cos. Vậy C = J4 - 2/2 
4-3 8 2 ỗ 


B.. Giải phương trình tanx = cot2x 
Biểu diễn các nghiệm trên đường tròn lượng giác. 


4á 


4 š š sinx z# 0 hà 
Điều kiện cosx.sin2x # 0 © ©x#zk- 
cosx # 0 2 
Sinx cos2x TỶ. 

tanx = cot2x <> = © cos2x - sinxsin2x = 0 


cosx sin2x 


© cos3x = 0 © cosx(4cos?x - 3) = 0 © cos?x = 


4| œ 


ĐẠISỐ11NC-211 


l+cos2x 3 1 T T 
————=—©>C052x=— ©x=_—-+k— 
2 4 LẮC 6 2 


Biểu diễn nghiệm trên đường tròn được 4 điểm. 
3. a) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức P(x) = (sinx + cosx)Ỷ 


b) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức @(x) =—————— 
sin°“xcos°x 


e) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức R(x) = P(x) + Q(+x) 


„ 2⁄4 


a) P(x) = 2V/2cos3(x - 2) > -2/2 (đẳng thức xảy ra, chẳng hạn khi x = - ` 


Vậy minP(x) = -2/2 
b) Q(x) = 


h > 4 (đẳng thức xảy ra, chẳng hạn khi x = + Jm 
sin22x 4 
Vậy minQ(%) = 4 
e) R(x) = P(x) + Q(x) > 4 - 2/2 (đẳng thức xảy ra, chẳng hạn khi x = -— 


Vậy min R(x) = 4 - 2/2. 
M.. Giải các phương trình : 


3: : , 1": 
a) sinÏx + cosfx = 3 H b) sin°2x - sin?x = sin- 3 


€) c0sxcos2x = cos3x ; đ) tan2x - sin2x + cos2x - 1 = 0 


a) - sin'x + cosỈx= Š © 1- 2sin?xcos?x = Su 2 n32y .Š 
4 4 2 4 
CainDxe So E05, 1 ©cos4x =0 cox=^ +kh,keZ, 
2 2 2 8 4 
1 


* ¿ „ S1 ă Ẵ 
b)  sin?2x - sin?x = sin^ © 4sin®xcos?x — sin?x = 3 


© 8sin?x(1 - sin?x) - 2sin?x=1  «s8sin'x - 6sin?x +1 =0 


duy =Š 1 ÊN V cos2x =0 x=T+kẺ 
" 2 N8 Vc Lo | 8 5 
NHI. 1-cos2x 1 coS2x =— T 
sin?x =— —=^ 5 K==kwka 
4 2 4 
` 


€) c0sXcos2x = cos3x gíeos3x + (0SX) = c0s8x 


3x =x+ k2n x>kt 


© cos3x = c0sx ©© T 
3x =-x + k2m x=k. 


©x=kf,keZ 
2 


đ) tan2x - sin2x + cos2x - 1 = 0 © tan2x(1 - cos2x) - (1 - cos2x) = 0 


tan2x=1 |x=~+kẾ LỆ To. 
©(1- cos2x)(tan2x - 1) =0 © Š~| 8 5e@ex=~+k-keZ 
cos2x =1 xin le 8 2 
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8. Giải các phương trình sau : 
da) 2sin(x + 10%) - j12eos(x + 10°) = 3 ; 
wˆ ù ø 
€) sin“x — 3sinxcosx + 2eos”x = 0 
2/ 
a) a? + b2 = 9° + (— V12)? = 16. Chia hai vế cho va? + b# = 4 ta được : 


2sin(x + 109)-— XÃ uy + 109°)= bộ 
2 2 4 


b) J3eosðx + sin5x = 2cos3x ; 


«> sin(x + 10°)eos60° - sin60°cos(x + 109) = b 
© sin(x - 50) = sinœ với sinơ = C 


x2 x=õ0° =ơ +k360° sc x =œ+ð0° + k3609 
x~õ0° =1809 - ơ + k3609 x =230° -ơ + k3609° 


b) V3cos5x + sinðx = 2cos3x c Ẩm + ssin5x = cos3x 
© coSõx.C0S. + sinðxsine = c0s3x © cos(5x - k) = cos3x 


Bx ~^ = 3x + k2n x=-~+km 
6 “& 12 


5x =~3x + k?n k TU kế 
6 4 


> 


€) * cosx =Ũ = sinx = + 1 nên x= nu kz không là nghiệm của phương trình. 
* Chia hai vế phương trình cho cos”x ta được : 
m 
tất ~ Slanx +00 xa| TU Re HÊN 
tanx = 2 


x =arctan2 + km 
6. Giải các phương trình : 


a) 2tan?x + ở = Si )tanfe = 1+ cosx gin8y 


=———; e) tanx + tan2x = 
C0SX 
c4/ — 


1+sinx 
1 T 
a) Đặt t =—— (x #- + km) 
c0sX 2 


Ccosx 


Ta có : 2(t2 - 1) + 3 = 8t © 2t? — 3t+1=0 
t=1 
€osx =1 
= -. v 
tu len 


b) Điều kiện : cosx z0 © x= 2 + kx 


©x=rn+k2n 


§y 1+ cosx cc sin?x 1+cosx Sở 1~eos2x _ 1+ cosx 


l+sinx cos?x lI+sinx 1-sin? 


x l+sinx 
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2 


1-cos“x cosx =~—l 
©————=Ìl+Cosx© : 
1-sinx 1-cosx = 1- sinx 
x=-n+ k2n 
cosx =—l 
=© hệ 
bon sản: yu (keZ) 
cosx z 0 
e) Điều kiện cosx # 0, cos2x z 0 1 
CO0SX # #—— 
⁄2 
tt 4- tan3# = sin3x kẻ sin3x z sin3x 
€OSX €OSXCOS2X  coSX 


&© sin3x = sin3xcos2x © sin3x(1 - cos2x) = 0 
me» =0 _ =0 
= ÂẦ 


Sinx =0 


TL 
=k-keZ 
cos2x =1 ĐRÙ/ Kạ ' 


Một đoùn tàu nhỏ có 3 toa khách đỗ ở sân ga. Có 3 hành khách bước lên tàu. Hỏi : 

a) Có bao nhiêu khả năng trong đó 3 hành khách lên 3 toa khác nhau ? 

b) Có bao nhiêu khả năng trong đó 2 hành khách cùng lên một toa, còn 
hành khách thứ ba thì lên toa khác ? 


c3. 


a) Mỗi cách xếp 3 người vào 3 toa, mỗi toa một người là một hoán vị của tập 
hợp 3 hành khách. Vậy có 3! = 6 khả năng. 


b) Có c? = 3 cách chọn hai hành khách đi chung toa. Với mỗi cách ấy lại có 
3 cách chọn toa tàu cho họ. Vậy có 3.3 = 9 cách chọn hai hành khách và 
toa tàu cho họ đi chung. Mỗi cách ấy, hành khách thứ ba có thể chọn một 
trong hai toa tàu còn lại. Áp dụng qui tắc nhân, ta có 9.2 = 18 khả năng 
có thể xảy ra. 


8. Cho tập hợp A = [1,2,...,n] uới n eN,n > 1. Hỏi có bao nhiêu cặp (x; y) Uới 


xeA,ycAuàx>y? 


2 


Với hai phần tử x và y của A sao cho x > y, ta chỉ lập được một cặp duy nhất 
(x, y) thỏa mãn đề bài. Do đó mỗi cặp như vậy có thể xem là một tổ hợp chập 
2 của n phần tử. Vậy có C? = 1 cặp. 
Một túi chứa 16 uiên bị, trong đó có 7 uiên bi trắng, 6 uiên bì đen uà 3 uiên 
b¡ đỏ. 
a) Lấy ngẫu nhiên 2 uiên bì trong túi. 

+ Tính xác suất để được 2 uiên bì đen. 

+ Tính xác suất để được 1 uiên bỉ đen uà 1 uiên bỉ trắng. 
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b) Lấy ngẫu nhiên 3 uiên bi trắng trong túi. 
+ Tính xác suất để được 3 uiên bỉ đỏ. 
+ Tính xác suất để được 3 uiên bi với 3 màu khác nhau. 
'2¿ 
a) Số trường hợp có thể là C?.. Số trường hợp rút được cả hai viên bi đen là 
SE G ớ 
Cÿ. Do đó xác suất để rút được 2 viên bì đen là —Ẻ- = : Số trường hợp rút 
16 


được 1 viên bi trắng, 1 viên bi đen là C}.C! = 42. Do đó xác suất rút được 
Bhê S AÊU sản Xã +. 

1 viên bi trắng, 1 viên bi đen là —— = — 

Cô, 20 


b) Số trường hợp có thể là Cỷ,. Số trường hợp rút được 3 viên bi đỏ là C? = 1. 
Vậy xác suất rút được 3 viên bi đỏ là er = Ki: Theo qui tắc nhân, ta cé 
16 
7.6.3 = 126 cách chọn 3 viên bi có 3 màu khác nhau. Vậy xác suất rút 
được 3 viên bi có 3 màu khác nhau là +6 = KÁ 


Cổ, 40 


1Ö. Gọi X là biến ngẫu nhiên chỉ số điểm mà một uận động uiên bắn cung nhận 


được khi bắn một lần. Giả sử X có bảng phân bố xác suất như sau : 


x 9 7 5 3 1 
P 0,2 0,36 0,23 0,14 0,07 


a) Tính điểm trung bình khi uận động viên đó bắn một lân. 
b) Tính điểm trung bình khi uận động uiên đó bắn 48 lân. 


e đá 


II 


a) Ta có E(x) = 9.0,2 + 7.0,36 + 5.0,23 + 3.0,14 + 1.0,07 = 5,96 
b) Điểm trung bình khi vận động viên đó bắn 48 lần là 48.5,96 = 286,08. 


Ta đã biết cos2 = _ tức là con = sử. Chứng mình rằng : 


j9 xên 2+2; 


)W 8 
b) co = š 2+42+ ý..+V2 uới mọi số nguyên n > 2 (1) 
v n~1 dấu căn 
: m 1+ cosz =- 2:42 +. 
a) cos2—— = cos2—=—`*=——Ý= =cos—— =-V2+2 
2 8 2 2 LG, 


b) Với n = 2 ta có cos = x20) đứng, 
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Giả sử (1) đúng với n = k tức là : 
co _ e z? +2+...+V2 (k - 1 dấu căn) 


Vớin =k+1 ta có cos? 


T 
2k1 
2+2+..+V2) = ma +2+ Ý2+...+ 2) 
> c0 ni = 22+ Ý2+..+/2 (k dấu căn) 

Vậy (1) đúng với n = k + 1 do đó (1) đúng với Vn >2 

fỀ. Cho dãy số (u„) xác định bởi : 
tị = ở 0ù uạ = 4u, ¡ — 1 uới mọi n > 2. Chứng nình rằng : 
2n+l 

G) tứ„ = —. mọi số nguyên n > 1 (1) 

b) (u„) là một dãy số tăng. 
„ đả 


a) Với n = 1 ta có uị = 3= 


1 
=-(l+ 
2 


85+1 


(1) đúng với n = 1 


22k+1 „1 
Giả sử (1) đúng với n = k tức là ta có : uy ẽ=————— 


Với n = k + 1 ta có : uy„¡ SÁU 1à 8E, ta . ch 
28k+3,1 22k+D 2T 
Kh ICC SH So 
Vậy (1) đúng với n = k + 1 do đó (1) đúng với Vn > 1 


b) Ta có : uạ„ ¡ — tạ KT: TRUNNG TRE THNG 
=2?2*1 30 = ua¿¡ > uạ = (uạ) là dãy số tăng 
(Œ. Cho dãy số (u„) xác định bởi : 
u¡ = ð 0ù u„ = u„_¡ — 2 Uới mọi n > 2. 
a) Hãy tìm số hạng tổng quát của đãy số (u„); 
b) Hãy tính tổng 100 số hạng đâu tiên của dãy số (u,). 
a) Ta có uy; -ua=-2 Vn>1 
Suy ra (u„) là một cấp số cộng có số hạng đầu uạ = 5 và công sai 
d=- 2 do đó : 
tạ = uy +(n — 1)d = ỗ + (n - 1-2) = - 2n + 7 


b) S¡op = “ứu, + 99d) = ð0(10 - 198) = -9400 
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f4 Cho đãy số (u„) xác định bởi : 
trị = 2 Uà tạ = đu, ¡ Uới mọi n > 2. 
a) Hãy tìm số hạng tổng quát của dãy số tuạ); 
b) Hày tính tổng 10 số hạng đầu tiên của dãy số (uạ„). 


22/12 
Ta có —"—- = 3,Vn >2 
tn-] 
(u„) là một cấp số nhân có số hạng đầu uy = 2 và công bội q = 3 ta được : 
a) uạ= 2/891; b) S¡ạ = 3)9 ~ 1, 


(8 Các số x - y, x + y tà đx - 3y theo thứ tự đó lập thành một cấp số cộng, uà 
đồng thời các số x - 9, y + 2 uà 9x + 3y theo thử tự đó lập thành một cấp sổ 
nhân. Hãy tìm x tà y. 


4d 


2 =(x~y)+(8x~3 
Theo để bài tá có hệ : +sÀ4/bnoošt. gi con 3 


(y+2)? =(x-2)(2x + 3y) 


6 
Shn x=8 Lớp - 
giải hệ ta được : 1 
»=1 . 
18 
{6B Tính giới hạn của các dãy số sau : 
.„ nÝ -40n3 + lỗn-7 .. 9n3 +đõn? - 10n+ 3 
q)lim—————————, b) lm———————: 
nÝ +n+ 100 5n -n3 +9Øn 
4 n 
gi TC TS, P7 Co min 
2n+1 4.9" +6.7" 
;Ề) 
1 40, lỗ 7 
, n# -40n3 SÑ...ụ. 70-18 soấi 
a) HH Tà lĩm==1-n— Hs 
nÝ +n+100 1+-L „100 
+— + — 
n né 
2 35 10 3 
3 s_ " tuin tan 
b) lim2" + 35n l0nt3_ 4 n2 nŠ nđ HỄ _g 
5nŠ -n3 +2n g_ 1L, 2 
n2 n£ 
1 1 1 
2| 
NT n Ghi '2EESE- TRE 
e)limY6n ˆ^*“ =lim—Ÿ —BẺ —Bˆ = lim nH Tựa 
bơi n(2+—) g2 
n n 
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R.. n 
đụ? TS - h2 — = 


4.3" +5.7n TE n 


fÏ. Tính các giới hạn sau : 
g) limV3n' - 10n + 12 ; b) lim(2.3" - 5.4") ; 
2 1 
e) lim(Jn' +n? + 1- n?); d) lìnm——————. 
vdn2 +2n-n 
a) lim 3n' ~10n + 12 = limn? Ta 
n 


R 
b) lim (2.8 - 5.4") = na 4) ) bài 


2 2 
e) lim(Vn4 + n2 +1- n?) = lim LHEbuE5 =lim + sẽ 
vn'+n2+1+n2 1 1 2 


3 
E] 1+—+*l 
đ)ìm———Ì——~hmÝB tổnrn puỈ 8 -ị 
vn?+2n-n 2n 2 


(8. Tìm số hạng đầu uà công bội của một cấp số nhân lùi uô hạn, biết rằng số 


hạng thứ hai là Ỹ uò tổng của cấp số nhân này là 1õ. 


Gọi uạ, q là số hạng đầu và công bội của cấp số nhân (Iql < 1). Thec để bài 
ta có : 


2 
Si0 SG uị =12 u„ =3 
tị sa =- 
Tg “I6 3N. Ảng 
"q 
(. Tính giới hạn của các hàm số sau : 
2 2 
gj: tìm 2 +xz+10. b) lim, Ÿ + 11x r30, 
x¬-l x?+6 xo-õ 98 ~—x? 
6 2 ca 2 = 
đ] lìm Š +4x“+x Sỹ đ) lim x“ +x-40 
x.—~= (x3 +2)2 xo+s92xð6 +7x4 + Ø1 
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{2x?t+4x? +3 x+1 


@) lữ —————————, Ð ấm (3x + 1) D 
v*< 2x +1 _—+2 3x3 
g! lờn J9x”? + 11x - 100; hì lim (5x? + 1-x4ã:; 
s 1 
Ù lim 


x+= y2 


đả: 


+ư+il-x 


Xx?+x+10_ 1+(-1)+10- 


a) lim = 
xa x?+6 1+6 
,. x?+llx+30  „  (x+B(x+6) „  x+6 1 
b) lim ———————= lim———-= Ìì ke SE 
x¬-Š  2B-? x>-Bð(õ—x)\(ð+x) x¬-55~x 10 
thử 4 : 1 2 
6 2 = Sa 8. sứ 
©) lim kề 2h E02 Hm—T—=#—# "=1 
x¬—~z (x3 +9)? x¬-z h 2 Ỷ 
To 
xề 
1 : 1 40 
sẽ xí xế 
Êy Hạ ,Ẻ HC , puả xố Y vụ 
x¬+z 0x5 17x44 +91 xe>+z _= 


e) Với mọi x < 0, ta có S2X + 4x? ¬|2x? ¬ 


2x1+4x? +3 


4 +4x2 
Dbđ6: HC SE ngš n 
x6 2x+1 Øy° 
X 
TL n- 
= nổ —=k =-= 
xe 1 "4 
X 


2+— 
2 
Ð "`... x+l1 Âu JÊX+1) (+1) 
x—>+z. px he 2x) +x 


100 
g) lim V9x? + 11x —100 = =9 
x1 


xe*+z ->+z 


1 
h) lim (5x? +1-xV5) = lim————————=0 
x¬+z x>+z Ísx2 +1+x45 


Ù) lim E = 


X>*“x?+x+1-x 
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BŨ. Chưng mình rằng phương trình x) + ax” + bx + e = 0 luôn có ít nhất một nghiệm. 


Do im f(x) = - = nên có số œ < 0 sao cho ftœ) <0. Do lim f(x) = + z nên có 
—. x->+œ 
số j > 0 sao cho f\B) > 0. Hàm số f(x) = xŸ + ax? + bx + c liên tục trên R chứa 
đoạn [œ; B] nên theo định lý về giá trị trung gian của hàm số liên tục, tổn tại 
số d e [œ; B] sao cho f(đ) = 0. Đó chính là nghiệm của phương trình ftx) = 0. 
BL Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 


ax3 +bx?+ec 


SG: +" NHhày b, c là các hằng số); 
1 4 
Đx =[s* =3] ; ©) y = x°cos”x; 
*# 
đ) y= sinj4+x? ; e)y= 1+ e{ x + ÝÌ 
x 
JÀ/ 
: LI b € 2a b e 
a)y = đÈ” x+ = x+ ~ 
a+b a+b_ (a+by a+b_ a+b (a+b)x? 
_ Đax3 +bx?~c 
(a+b)x? 


3 3 
1 3 1 1 
Š.ec gu 2 c 3 2 
by = 4x s3) [s -š]= 14x +3] (: *S] 


e) y' = 3x?cos?x - x°sin2x = x?(3cos?x - xsin2x) 


d) y' =——Ễ—— cosV4 + x? 
44+x? 
1 
1= 
sÝsh= s3 x?~-1 


2eosl[x+Ý 1+ tại x +) Đx°cosS[x + Ÿ 1+ ta xi 
x x x x 


BB. Cho hàm số y = mx + x? + x - õ. Tìm m để : 
ga) y'ˆ bằng bình phương của một nhị thức bậc nhất; 
b) y' có hai nghiệm trái dấu; 
€) y' >0 uới mọi x. 
a) Ta có y' = 3mx? + 2x + 1 
Ta có y' = 3mx? + 2x + 1 là bình phương của một nhị thức bậc nhất khi và 


ghỉ khi J E12 6 
A=1-3m =0 
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b) y' có hai nghiệm trái dấu + 3m. 1<0 <>m <0 
& : 1 ° š 
©) Với m=0y`=2x+1>0<x> ~5 (không thỏa yêu cầu) 


¡3m >0 


Với mz0y'>0VxeR«»: W2 


=. 
LA=1-3m <0 3 
B3, Giới các phương trình sau : 
, li : 
a) y' =0, uới y = gỀ/t2x + sinY - 3; 


b) yˆ =0, tới y = sin8x - 2eos8x - 3x + 4 


e_ 2⁄4 
a) Ta có y` = c0s2x + c0SX 
y' =0 © cos2x + cosx = 0 © 2cos”x + cosx — 1 = 0 


cosx=-l [x=m+k2mw 
° | 


=1 (keZ) 
bö#k=e %4 =2 xÌE0h 
ĐÔ g8 
b) y' = 3cos3x + 6sin3x - 3 


y=0 «€©cos3x + 2sin3x = l © - cusŠy + _ xiyÖy = cC 


Ý5 ⁄5 ⁄5 


sẽ 1 
© cos(3x - œ) = eosơ (với eosœ = ——) 


⁄5 

x.2#,k2 

e&|3#-œ=œ+ kên s 3 3 
3x -ư = -ơ + k2n v= 2n 


E1. c¡o hyperbol (H) xác định bởi phương trình vy= ễ 
x 


a) Tìm phương trình tiếp tuyến (T) của (H) tại tiếp điểm A có hoành độ a 
(uới a # 0). 
b) Giả sử (T) cắt trục Ox tại điểm Ï oà cắt trục Oy tại điểm dJ. Chứng mình rằng 
A là trung điểm của đoạn thẳng lJ. Từ đó suy ra cách vẽ tiếp tuyến (T). 
e) Chứng mình rằng diện tích tam giác OlJ không phụ thuộc uào uị trí của 
điểm A. 
AC TẾ x#0, ta có : Ÿ(x) = =3 
Ọ x? 
a) Phương trình tiếp tuyến (T) tại điểm Ata ; 2 là 


y=~- 5x — a) hay y = ——DX + 
a a a 
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